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Περίληψη

Η µαθηµατική γλωσσολογία είναι το πεδίο των µαθηµατικών, όπου µελετώνται γλωσ-
σικά φαινόµενα και οι σχέσεις µεταξύ τους ως αντικείµενα µαθηµατικών θεωριών. Στην
παρούσα εργασία, παρουσιάζονται οι κατηγοριακές γραµµατικές ξεκινώντας από τη Θε-
ωρία Κατηγοριών. Αρχικά, αναπτύσσουµε τις βασικές έννοιες της Θεωρίας Κατηγοριών,
όπως αυτές της κατηγορίας, του συναρτητή και του φυσικού µετασχηµατισµού. Έπειτα, ει-
σερχόµαστε στον κόσµο των κατηγοριακών γραµµατικών και, πιο συγκεκριµένα, παρου-
σιάζουµε τη γραµµατική του Αϊντουκιέβιτς, τη γραµµατική Αϊντουκιέβιτς-Μπαρ-Χιλλέλ
(AB), τόσο το προσεταιριστικό όσο και το µη προσεταιριστικό Λογισµό Λάµπεκ (L και NL)
και το Λογισµό Λάµπεκ- Φαν Μπένθεµ (LP). Αναφέρουµε επίσης και τη δύναµη των κατη-
γοριακών γραµµατικών εξετάζοντας τη σχέση τους µε τις ασυµφραστικές γραµµατικές.
Στη συνέχεια, διατυπώνονται οι κατηγοριακές γραµµατικές στο πλαίσιο της γραµµικής
λογικής και οδηγούµαστε στα δίκτυα αποδείξεων. Τέλος, αφιερώνεται ένα κεφάλαιο απο-
κλειστικά στην εφαρµογή των κατηγοριακών γραµµατικών στην ελληνική γλώσσα. Κύ-
ριος στόχος της εργασίας είναι η κατάδειξη της ευδοκίµησης των κατηγοριακών γραµµα-
τικών στην ελληνική.

λέξεις κλειδιά Θεωρία Κατηγοριών, κατηγοριακές γραµµατικές, σύνταξη, γραµµατική
Αϊντουκιέβιτς, γραµµατική ΑΒ, ΛογισµόςΛάµπεκ, Λογισµός Λάµπεκ-ΦανΜπένθεµ, ασυµ-
φραστικές γραµµατικές, γραµµική λογική, µη αντιµεταθετική διαισθητική πολλαπλασια-
στική γραµµική λογική, δίκτυα αποδείξεων, ελληνική γλώσσα
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Abstract

     Mathematical linguistics is the field of mathematics where linguistic phenomena and the 
relations among them are studied as objects of mathematical theories. In this thesis, categorial 
grammars are introduced beginning from Category Theory. Firstly, we develop the basic 
concepts of Category Theory such as those of category, functor and natural transformation. 
Afterwards, we enter the world of categorial grammars and, particularly, we present 
Ajdukiewicz� grammar, Ajdukiewicz-Bar-Hillel grammar (AB), both associative and non-
associative Lambek Calculus (L and NL) and Lambek-Van Benthem Calculus (LP). We also 
mention the power of categorial grammars by studying their relation with context-free 
grammars. Then, categorial grammars are formulated within the framework of linear logic 
and we are leaded to proof nets. Finally, a whole chapter is exclusively dedicated to applying 
categorial grammars to the greek language. The main goal of this thesis is showing that 
categorial grammars thrive in the greek language.

keywords   Category Theory, categorial grammars, syntax, Ajdukiewicz grammar, AB
grammar, Lambek Calculus, Lambek-Van Benthem Calculus, context-free grammars, linear 
logic, non-commutative intuitionistic multiplicative linear logic, proof nets, greek language
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Πρόλογος

Η παρούσα διπλωµατική εργασία φιλοδοξεί να αναγνωσθεί ως µία µικρή εισαγωγή
στη µαθηµατική γλωσσολογία. Η µαθηµατική γλωσσολογία υπάγεται στην υπολογιστική
γλωσσολογία, η οποία εντάσσεται στην εφαρµοσµένη γλωσσολογία. Η υπολογιστική
γλωσσολογία µπορεί να θεωρηθεί ως συνώνυµο της αυτόµατης επεξεργασίας φυσικών
γλωσσών,¹ αφού κύριος σκοπός της είναι η κατασκευή υπολογιστικών προγραµµάτων για
την επεξεργασία λέξεων και κειµένων φυσικών γλωσσών.

Η µαθηµατική γλωσσολογία συγκαταλέγεται στην υπολογιστική, αλλά διαφορο-
ποιείται σηµαντικά από αυτήν. Αποτελεί την τοµή της γλωσσολογίας και των µαθηµα-
τικών, δηλαδή είναι το πεδίο των µαθηµατικών όπου εξετάζονται γλωσσικά φαινόµενα
και οι σχέσεις µεταξύ τους ως αντικείµενα των µαθηµατικών θεωριών [26]. Εποµένως, η
µαθηµατική γλωσσολογία αφορά κατά µείζονα λόγο τα εφαρµοσµένα µαθηµατικά και
δευτερευόντως τη γλωσσολογία. Στο σχήµα 1, αποτυπώνεται ένα πανόραµα της γλωσσο-
λογίας προς διασάφηση των προηγουµένων.

Στη µαθηµατική γλωσσολογία, όπως σε όλο το φάσµα των εφαρµοσµένων µαθηµα-
τικών, το πρόβληµα της µαθηµατικής διατύπωσης και συστηµατοποίησης θεωριών, οι
οποίες έχουν διατυπωθεί είτε ανεπίσηµα είτε ηµιεπίσηµα, ανακύπτει αρκετά συχνά. Ένα
από τα πρώτα παραδείγµατα είναι η µελέτη της δοµής των προτάσεων, όπου ο Τσόµσκι
[31] επιχείρησε να αντικαταστήσει το ανεπίσηµο σύστηµα της ανάλυσης σε άµεσα συστα-
τικά µε τις ασυµφραστικές γραµµατικές. Η ποιότητα της µαθηµατικής διατύπωσης εξαρ-
τάται τόσο από την πιστότητα στις αρχικές ιδέες όσο και από τη µαθηµατική κοµψότητα
του συστήµατος που δηµιουργείται. Εδώ, επιχειρείται η συντακτική ανάλυση προτάσεων
φυσικών γλωσσών από µαθηµατική σκοπιά.

Στην εργασία αυτή, σηµείο εκκίνησης είναι ηΘεωρίαΚατηγοριών, η οποία προσφέρει
αυτά τα µαθηµατικά αντικείµενα που αποζητούµε, έτσι ώστε να περιγράψουµε τα γλωσ-
σικά φαινόµενα. Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες της Θεωρίας
Κατηγοριών, όπως αυτές της κατηγορίας, του συναρτητή και του φυσικού µετασχηµατι-
σµού, και διάφορες καθολικές κατασκευές. Αν και οι έννοιες γύρω από τις οποίες περι-
στρέφονται τα άλλα τρία κεφάλαια αφορούν κατά βάση την κατηγορία και το συναρτητή,
παρουσιάζουµε µια γενική εικόνα² της Θεωρίας Κατηγοριών µε στόχο τη συµπαγή θεµε-
λίωση των εποµένων.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, έχοντας αναπτύξει τη Θεωρία Κατηγοριών, προχωρούµε στις
κατηγοριακές γραµµατικές. Από τη γένεσή τους, τουλάχιστον εννοιολογικά, χρησιµο-
ποιούνταν οι όροι κατηγορία και συναρτητής για την περιγραφή τους. Ο Λάµπεκ κατάφερε
να γεφυρώσει το µαθηµατικό χάσµα εισάγοντας παράλληλα και έναν αυστηρό φορµαλι-
σµό της µαθηµατικής λογικής. Εδώ, παρουσιάζουµε τις κύριες κατηγοριακές γραµµατι-

¹Είθισται η χρήση του όρου φυσική γλώσσα στην Επιστήµη των Υπολογιστών, όταν αναφερόµαστε σε κά-
ποια από τις οµιλούµενες γλώσσες, καθώς υπάρχει ανάγκη διάκρισής του από τον όρο προγραµµατιστική
γλώσσα.

²Και πάλι, δεδοµένης της βιβλιογραφίας, αρκετά περιορισµένη.
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Σχήµα 1: Η θέση της µαθηµατικής γλωσσολογίας στο πανόραµα της γλωσσολογίας

κές: τις κλασικές γραµµατικές, τους Λογισµούς Λάµπεκ και τους Λογισµούς Λάµπεκ-Φαν
Μπένθεµ και δείχνουµε αυτήν τη µετάβαση. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο Φαν Μπένθεµ εί-
ναι αυτός που εµφυσά δυναµικά τη σηµασιολογία στις κατηγοριακές γραµµατικές.

Στο τρίτο κεφάλαιο, επιχειρείται η κατάδειξη του ρόλου της γραµµικής λογικής στις
κατηγοριακές γραµµατικές. Μολονότι µετά την περιγραφή του βασικού πλέγµατος των
κατηγοριακών γραµµατικών οι δρόµοι που µπορούµε να ακολουθήσουµε είναι πάρα πολ-
λοί, επιλέξαµε αυτόν, επειδή µας προσφέρει τα δίκτυα αποδείξεων. Τα δίκτυα αποδεί-
ξεων αναπαριστούν την αποδεικτική διαδικασία µοναδικά, αφού συµπεριλαµβάνουν όλες
τις δυνατές αποδείξεις µιας πρότασης σε ένα γράφηµα. Εποµένως, η συντακτική ανάλυση
γίνεται επιτυχέστερα, γρηγορότερα και είναι µοναδική.

Στο τέταρτο κεφάλαιο, πραγµατοποιείται µία απόπειρα εφαρµογής των κατηγορια-
κών γραµµατικών και, ειδικότερα, της κατηγοριακής λογικής στην ελληνική γλώσσα.
Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι η κατάδειξη της ευδοκίµησης των προηγουµένων στη
γλώσσα αυτή, κάτι το οποίο δεν υπάρχει στη βιβλιογραφία. Τα δίκτυα απόδειξης αποτε-
λούν σηµαντικό αρωγό στο έργο αυτό.

Καθ’όλη την εργασία, υπήρχε η ανησυχία αν όλος αυτός ο µαθηµατικός φορµαλισµός
έχει να προσφέρει στη µελέτη των φυσικών γλωσσών, αφού αυτό είναι το ζητούµενο. Επί-
σης, ισόβαρη ήταν και η ανησυχία κατά πόσο όλα αυτά µπορούν να αξιοποιηθούν υπολο-
γιστικά, έτσι ώστε να µας δώσουν ορθούς τρόπους συντακτικής ανάλυσης χωρίς τη συνεχή
µεσολάβηση του ανθρώπου. Ακόµα κι αν οι τελικές απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα κρί-
νονται αβέβαιες, αξίζει να ρωτήσουµε, όχι µόνο λόγω, αλλά και έργω, διότι, αλλιώς, πώς
θα µάθουµε;
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών

ΗΘεωρία Κατηγοριών είναι µια καθολική µαθηµατική γλώσσα, όπως η Συνολοθεω-
ρία. Η ειδοποιός διαφορά µεταξύ των δύο είναι ότι ενώ η Θεωρία Συνόλων περιστρέφεται
γύρω από την έννοια του συνόλου, η κεντρική έννοια της Θεωρίας Κατηγοριών είναι η συ-
νάρτηση. Να σηµειωθεί πως η λέξη συνάρτηση χρησιµοποιείται προσεγγιστικά και όχι µε
την αυστηρή έννοια που έχει στη Συνολοθεωρία, δηλαδή µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων.

Η έννοια της συνάρτησης είναι µία από τις θεµελιωδέστερες έννοιες στα µαθηµατικά
και στην επιστήµη. Ως µια πρώτη προσέγγιση, θα µπορούσε κανείς να πει πως η Θεωρία
Κατηγοριών είναι η άλγεβρα των συναρτήσεων. Με τον ίδιο τρόπο που η θεωρία οµάδων
αποτελεί µια αφαίρεση της ιδέας ενός συστήµατος µεταθέσεων ενός συνόλου ή συµµε-
τριών ενός γεωµετρικού αντικειµένου, έτσι και η θεωρία κατηγοριών ανακύπτει από την
ιδέα ενός συστήµατος συναρτήσεων µεταξύ αντικειµένων.

Οι κατηγορίες προέκυψαν, αρχικά, στα µαθηµατικά από την ανάγκη ενός φορµαλι-
σµού ικανού να περιγράψει τη µετάβαση από µία µαθηµατική δοµή ενός τύπου σε µία
άλλη κάποιου άλλου. Οπότε, µια κατηγορία αντιπροσωπεύει ένα είδος µαθηµατικών και
µπορεί να θεωρηθεί ως ένα πεδίο µαθηµατικής µελέτης. Η κατηγορία είναι επίσης µια µα-
θηµατική δοµή αυτή καθ’εαυτήν. Τέλος, η κατηγορία µπορεί να ιδωθεί ως µια κατασκευή
που τυποποιεί τη µαθηµατική περιγραφή µιας δοµής. Αυτός είναι ο ρόλος της κατηγορίας
ως θεωρίας.

Η Θεωρία Κατηγοριών ξεκινά µε την παρατήρηση πως πολλές ιδιότητες µαθηµατικών
συστηµάτων µπορούν να ενοποιηθούν και να απλοποιηθούν παρουσιαζόµενες µε τη βο-
ήθεια διαγραµµάτων βελών.

Σηµείωση Η βιβλιογραφία στη Θεωρία Κατηγοριών είναι πραγµατικά πολύ µεγάλη. Σε
αυτήν την εργασία, συµβουλευτήκαµε κυρίως το κλασικό [53], καθώς και τα [70][18][87].

1.1 Τι είναι η κατηγορία

Ορισµός 1.1.1. Μια κατηγορία C αποτελείται από:

• Αντικείµενα A,B,C, ...,X, Y, ...

• Βέλη ή µορφισµούς f, g, h, ..., α, β, γ, ...

Η συλλογή των αντικειµένων συµβολίζεται ως obj C, ενώ αυτή των βελών ως arr C.

Επιπλέον, κάθε µορφισµός διαθέτει µία αρχή (πεδίο ορισµού) και ένα τέλος (συµπεδίο
ορισµού) εντός της obj C. Όταν η αρχή της f είναι το A, δηλαδή dom(f) = A, και το τέλος
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της το B, δηλαδή cod(f) = B, γράφουµε f : A→ B. Μπορούµε επίσης να γράψουµε

A
f−→ B.

Η συλλογή όλων των βελών µε πεδίο ορισµού το Α και συµπεδίο ορισµού το Β συµβολίζεται
ως C(A,B) ή ως homC(A,B).

Για κάθε ζεύγος µορφισµών

A
f−→ B και B g−→ C

υπάρχει µία καθορισµένη σύνθεση µορφισµών

g ◦ f : A→ C

A
g◦f

33
f // B

g // C

Κάθε αντικείµενο A έχει έναν ταυτοτικό µορφισµό 1A : A→ A.
Τα παραπάνω προϋποτίθενται για την ικανοποίηση των ακόλουθων νόµων:

• Ταυτότητες: Αν A f−→ B τότε

1B ◦ f = f και f ◦ 1A = f

• Προσεταιριστικότητα: Αν A f−→ B
g−→ C

h−→ D τότε

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f : A→ D.

Σχηµατοποιώντας την παραπάνω σχέση, λαµβάνουµε

A

h◦(g◦f)=(h◦g)◦f

;;
g◦f

33
f // B

h◦g

&&g // C
h // D

Παρατήρηση Οφείλουµε να έχουµε πάντα υπόψη ότι η έννοια της άλγεβρας συναρτή-
σεων εισάγεται για δική µας διευκόλυνση και δεν αποτελεί επίσηµο ορισµό της κατηγο-
ρίας. Η έννοια της κατηγορίας ορίζεται, όπως είδαµε,αξιωµατικά. Τα αντικείµενα της κα-
τηγορίας δεν είναι απαραιτήτως σύνολα και οι µορφισµοί δεν είναι απαραιτήτως συναρ-
τήσεις, όπως τις ξέρουµε. Ως συνήθως, οι αξιωµατικοί ορισµοί µάς προσφέρουν µεγάλη
ευελιξία στην κατασκευή των κατηγοριών. Αυτή η ευελιξία είναι κρίσιµη στην εφαρµογή
των τελευταίων.

Ένα σηµαντικό εργαλείο για την εξοικείωση µε τη Θεωρία Κατηγοριών είναι τα διαγράµ-
µατα. Τα διαγράµµατα αξιοποιούνται στην κατάδειξη και απόδειξη ιδιοτήτων των κατη-
γορικών κατασκευών.

Ορισµός 1.1.2. Έναδιάγραµµαµιας κατηγορίας C είναι µια συλλογή κορυφών και ακµών,
στις οποίες αντιστοιχούνµεσυνέπειααντικείµενα και βέλη της C. Η συνέπεια έγκειται στο
ότι εάν σε µία ακµή έχει αποδοθεί το βέλος f , µε πεδίο ορισµού το A και συµπεδίο το Β,
τότε, υποχρεωτικά, οι κορυφές τις οποίες το βέλος ενώνει πρέπει να έχουν ονοµαστεί Α
και Β.
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Ορισµός 1.1.3. Ένα διάγραµµα µιας κατηγορίας C είναι αντιµεταθετικό αν για κάθε ζεύ-
γος κορυφών K και L, όλα τα µονοπάτια του διαγράµµατος από το K στο L είναι ίσα, δη-
λαδή αν κάθε µονοπάτι του διαγράµµατος ορίζει ένα βέλος και αυτά τα βέλη είναι ίσα
στην C. Συνεπώς, η έκφραση «το διάγραµµα

K

g′

��

f ′
// N

g

��
M

f
// L

είναι αντιµεταθετικό» και η έκφραση f ◦ g′ = g ◦ f ′ θεωρούνται ισοδύναµες.

Στο νόµο της προσεταιριστικότητας, όπως τον δείξαµε προηγουµένως, το διάγραµµα
είναι αντιµεταθετικό και τα αντίστοιχα βέλη είναι ίσα µεταξύ τους.

Σηµείωση Ο ορισµός του διαγράµµατος, όπως τον διατυπώσαµε, δεν είναι αυστηρός. Αρ-
κούµαστε, όµως, στην εξήγηση της αντιµεταθετικότητας ενός διαγράµµατος, η οποία εν
πολλοίς παίζει τον ρόλο των εξισώσεων στη Θεωρία Κατηγοριών.

Mερικά στοιχειώδη παραδείγµατα κατηγοριών

• Η κατηγορία 0 είναι η κενή κατηγορία. Δεν έχει ούτε αντικείµενα, ούτε βέλη.

• Η κατηγορία 1 είναι η κατηγορία 	 µε ένα αντικείµενο και ένα βέλος.

• Η κατηγορία 2 είναι η κατηγορία 	→	 µε δύο αντικείµενα A,B και µόνο ένα βέλος,
A→ B, όχι της ταυτότητας.

• Η κατηγορία 3 είναι η κατηγορία µε τρία αντικείµενα και δύο βέλη, διαφορετικά από
αυτά των ταυτοτήτων.

	

~~~~
~~
~~
~

	 // 	

``@@@@@@@

Συνήθη παραδείγµατα κατηγοριών

1. Η κατηγορία Set. Τα σύνολα είναι τα αντικείµενά της και οι συναρτήσεις µεταξύ
αυτών τα βέλη της. Η ταυτοτική συνάρτηση αντιστοιχεί στον ταυτοτικό µορφισµό
και η σύνθεση συναρτήσεων στη σύνθεση µορφισµών.

2. Η κατηγορίαGrp. Αντικείµενά της είναι οι οµάδες και βέλη της οι µορφισµοί µεταξύ
των οµάδων αυτών. Οµοίως µε τη Set, ο ταυτοτικός µορφισµός µιας οµάδας αντιστοι-
χεί στον ταυτοτικό µορφισµό ενός αντικειµένου, ενώ η σύνθεση µορφισµών µεταξύ
οµάδων στη σύνθεση βελών.

3. Η κατηγορίαRel. Έχει τα ίδια αντικείµενα µε τη Set, αλλά εδώ κάθε βέλοςR : A→ B
είναι µία διµελής σχέση R ⊆ A × B. Δοθέντων δύο βελών R : A → B και S : B → C,
η σύνθεσή τους αποτελεί το σχεσιακό γινόµενο

R ◦ S : A→ C = {(a, c) ∈ A× C | ∃b ∈ B ώστε (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ S}.

Τα ταυτοτικά βέλη idA : A→ A δίνονται από τις διαγώνιες σχέσεις {(a, a) | a ∈ A}.
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4. Η κατηγορίαMon. Αποτελείται από µόνο ένα αντικειµένο, το µονοειδές. Τα βέλη της
κατηγορίας αυτής είναι τα στοιχεία του µονοειδούς, το ταυτοτικό βέλος είναι το µο-
ναδιαίο στοιχείο u, ενώ η σύνθεση βελών είναι η διµελής πράξηm ·n του µονοειδούς.
Ένα µονοειδές, γνωστό και ως ηµιοµάδα µε µοναδιαίο στοιχείο, είναι ένα σύνολο M
εφοδιασµένο µε µια διµελή πράξη · : M ×M →M και ένα µοναδικό στοιχείο u ∈M
τέτοιο ώστε ∀x, y, z ∈M

x · (y · z) = (x · y) · z και u · x = x · u = x

5. Η κατηγορία του οµαδοειδούς. Αποτελείται από µια συλλογή αντικειµένων και βα-
σική ιδιότητά του είναι πως κάθε βέλος του είναι ισοµορφισµός, δηλαδή αντιστρέ-
ψιµο, όπως θα δούµε παρακάτω.

6. Η κατηγορία Poset, των µερικώς διατεταγµένων συνόλων¹ και των µονότονων συ-
ναρτήσεων µεταξύ τους.
Μία µερική διάταξη είναι µια διµελής σχέση σε ένα σύνολο X , η οποία είναι

i. αυτοπαθής (x ≤ x, ∀x ∈ X)
ii. αντισυµµετρική (αν x ≤ y και y ≤ x, τότε x = y, ∀x, y ∈ X)
iii. µεταβατική (αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z, ∀x, y, z ∈ X).

Έστω το ζεύγος ⟨P,⊑⟩, όπου P σύνολο και (⊑) ⊆ P × P µια µερική διάταξη. Τότε µια
µονότονη συνάρτηση f από το ⟨P,⊑⟩ στο ⟨Q,6⟩ είναι µια συνάρτηση f ∈ QP τέτοια
ώστε αν a ⊑ b, τότε f(a) 6 f(b), ∀a, b ∈ P .

7. Η κατηγορία Ω-Alg. Αντικείµενά της είναι οι Ω-άλγεβρες και βέλη της οι µορφισµοί
µεταξύ τους.
Έστω Ω ένα σύνολο τελεστικών συµβόλων, εφοδιασµένο µε µια απεικόνιση a ∈ NΩ,
τέτοια ώστε για κάθε ω ∈ Ω, η a(ω) να είναι η τάξη² του ω. Το Ωn = {s ∈ Ω : a(s) = n}
καλείται σύνολο των ν-τάξιων τελεστικών συµβόλων του Ω. Μία Ω-άλγεβρα είναι
ένα ζεύγος ⟨A, δ⟩, όπου Α είναι ένα σύνολο που καλείται φορέας της άλγεβρας και δ
µια οικογένεια πράξεων στο Α, τέτοια ώστε

δ =
∪

s∈Ω(δs) και δs ∈ AA(n) για κάθε s ∈ Ωn και για κάθε n ∈ N.

Για κάθε s ∈ Ω, το δs καλείται ερµηνεία του s.
Ένας µορφισµός µεταξύ µιας Ω-άλγεβρας ⟨A, δ⟩ και µιας άλλης ⟨B, ε⟩ είναι µια απει-
κόνιση f ∈ BA ώστε

f(δs(a1, ..., an)) = εs(f(a1), ..., f(an)) για κάθε ⟨a1, ..., an⟩ ∈ A(n), s ∈ Ωn, n ∈ N.

Ας δούµε τώρα, µια εξαιρετικά χρήσιµη θεώρηση µιας κατηγορίας, η οποία άπτεται της
µαθηµατικής λογικής. Πρόκειται για την κατηγοριακή λογική κατά Λάµπεκ, της οποίας
την περιγραφή λαµβάνουµε από το Στεφανέα [3]. Οι λογικές παραγωγές της είναι της
µορφής

A1A2...An → An+1

όπου οι φόρµουλες A1, ..., An είναι οι υποθέσεις που παράγουν λογικά το An+1. Αρχικά,
ορίζουµε το πολυγράφηµα.

¹Η λέξη Poset προέρχεται από τη συνένωση των λέξεων Partially ordered set.
²Αποδίδουµε µε τον όρο τάξη την αγγλική λέξη arity.
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Ορισµός 1.1.4. Ένα πολυγράφηµα αποτελείται από

• µία κλάση βελών A καλούµενα λογικές παραγωγές

• µία κλάση αντικειµένων O καλούµενα φόρµουλες

και δύο απεικονίσεις

(i) θ0 : A→ O∗ (αρχή)

(ii) θ1 : A→ O (τέλος).

Το O∗ αποτελείται από λίστες της µορφής Ai1Ai2 ...Aik , όπου Ai1 , Ai2 , ..., Aik ∈ O. Οπότε,
για κάθε βέλος του πολυγραφήµατος

f : A1A2...An → An+1

έχουµε ότι

θ0(f) = A1A2...An και θ1(f) = An+1

Τώρα, µπορούµε να ορίσουµε το σύστηµα λογικής παραγωγής κατά Λάµπεκ.

Ορισµός 1.1.5. Ένα σύστηµα λογικής παραγωγής κατά Λάµπεκ είναι ένα πολυγρά-
φηµα, το οποίο ικανοποιεί τα εξής:

• Για κάθε αντικείµενο A υπάρχει ένας ταυτοτικός µορφισµός 1A : A→ A.

• Για κάθε δύο µορφισµούς f : Θ → A και g : ΓA∆ → B υπάρχει ένας µορφισµός
g⟨f⟩ : ΓΘ∆→ B τέτοιος ώστε

f : Θ→ A g : ΓA∆→ B

g⟨f⟩ : ΓΘ∆→ B

δηλαδή ισχύει η τοµή κατά Γκέντζεν.³

Ορισµός 1.1.6. Έστω µια κατηγορία C. Η κατηγορία B καλείται υποκατηγορία της C αν
ισχύουν τα ακόλουθα

(i) Κάθε αντικείµενο της B ανήκει στη C.

(ii) Για κάθε αντικείµενο B και B’ της B homB(B,B
′) ⊂ homC(B,B

′).

(iii) Οι συνθέσεις και τα ταυτοτικά βέλη είναι ίδια στην B και στη C.

Ορισµός 1.1.7. Για κάθε κατηγορία C, υπάρχει η δυϊκή αυτής και συµβολίζεται ως Cop.
Τα αντικείµενα της τελευταίας είναι τα ίδια µε της πρώτης, ενώ τα βέλη της Cop είναι τα
αντίθετα αυτών της C. Δηλαδή, εάν το f : A → B είναι ένα βέλος της C, τότε το g : B → A
είναι ένα βέλος της Cop.

Πρόταση 1.1.8. Η δυϊκή µιας κατηγορίας είναι και αυτή κατηγορία.

Απόδειξη. Από τον ορισµό, προκύπτει άµεσα.

Πρόταση 1.1.9. Για κάθε κατηγορία C ισχύει (Cop)op = C.
³Στο επόµενο κεφάλαιο, θα επεκταθούµε σχετικά µε το συγκεκριµένο λογικό κανόνα.
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Απόδειξη. Πάλι από τον ορισµό, τα αντικείµενα της (Cop)op είναι ίδια µε αυτά της C, ενώ
τα αντεστραµµένα βέλη των αντεστραµµένων βελών της Cop, δηλαδή τα βέλη της (Cop)op,
έχουν την ίδια φορά µε αυτά της C.

Αρχή δυϊκότητας Κάθε κατηγορική έννοια έχει και τη δυϊκή της. Έτσι, όπως έχουµε πεδίο
ορισµού και συµπεδίο ορισµού, προκύπτουν τα αρχικά και τελικά αντικείµενα, οι εξισωτές
και οι συνεξισωτές, τα γινόµενα και τα συγγινόµενα, τα όρια και τα συνόρια, έννοιες τις
οποίες θα δούµε αναλυτικά παρακάτω. Κάθε πρόταση που αφορά µια έννοια στην C, η ίδια
ισχύει και για την αντίστοιχη δυϊκή πρόταση τηςCop. Συνεπώς, όποτε ορίζουµε κάποια έν-
νοια, τις περισσότερες φορές θα ακολουθεί και η δυϊκή αυτής. Επίσης, αν Σ είναι µια πρό-
ταση της C και Σ∗ µια πρόταση της Cop, τότε Σ∗∗ = Σ και, αν µια πρόταση εµπεριέχει ένα
διάγραµµα, τότε η δυϊκή αυτής εµπεριέχει το ίδιο διάγραµµα µε τα βέλη αντεστραµµένα.
Τα παραπάνω µπορούν να συνοψισθούν στο ακόλουθο:

f : A→ B στη C
g : B → A στη Cop

Είδαµε, λοιπόν, τι είναι η κατηγορία και µερικά παραδείγµατα κατηγοριών, διάφορες άλ-
λες βασικές έννοιες, καθώς και την πολύ σηµαντική για την παρούσα εργασία άποψη ότι
µια τυχαία κατηγορία µπορεί να αντιµετωπιστεί ως ένα τυπικό σύστηµα συµπερασµού.
Ας προχωρήσουµε τώρα στον ορισµό της δεύτερης σηµαντικότερης έννοιας της Θεωρίας
Κατηγοριών: την έννοια του συναρτητή.

1.2 Τι είναι ο συναρτητής

Ελαφρώς αποµακρυνόµενοι από το τοπίο των κατηγοριών, παρατηρούµε ότι αυτές ξε-
κινούν να δηµιουργούν µια δοµή, η οποία διαφαίνεται από τις απεικονίσεις µεταξύ τους.
Αυτές τις απεικονίσεις τις αποκαλούµε συναρτητές.

Ορισµός 1.2.1. Ένας συναρτητής

F : C → D

µεταξύ δύο κατηγοριών C και D είναι µία απεικόνιση αντικειµένων σε αντικείµενα και
βελών σε βέλη, έτσι ώστε

• F (f : A→ B) = F (f) : F (A)→ F (B)

• F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

• F (1A) = 1F (A)

Με τον ίδιο τρόπο που ορίσαµε τη σύνθεση βελών, αναλόγως ορίζουµε και τη σύνθεση
συναρτητών.

Ορισµός 1.2.2. Έστω F : C → D καιG : D → E συναρτητές. Τότε ησύνθεση των δύο αυτών
συναρτητών

(G ◦ F ) : C → E

είναι επίσης συναρτητής.

Ορισµός 1.2.3. Για κάθε κατηγορία C, ο ταυτοτικόςσυναρτητής IC απεικονίζει κάθε αντι-
κείµενο και κάθε βέλος της C στον εαυτό του.

6



Ορισµός 1.2.4. Ένας συναρτητής F : C → C λέγεται ενδοσυναρτητής στη C.

Συνεπώς, η σύνθεση συναρτητών, δηλαδή η σύνθεση των βελών και, αντίστοιχα, η σύν-
θεση των αντικειµένων δύο κατηγοριών ευσταθεί και, ως εκ τούτου, λαµβάνουµε άλλη µια
κατηγορία, γνωστή ως Cat. Τα αντικείµενα της κατηγορίας αυτής είναι κατηγορίες, ενώ
τα βέλη της συναρτητές.

Παρατήρηση Με την ανάδυση της κατηγορίας Cat και φέρνοντας κατά νου τοΠαράδοξο
του Ράσελ⁴ µπορούµε να παρατηρήσουµε πως ο ορισµός της είναι προβληµατικός. Στη
Θεωρία Κατηγοριών αυτό το πρόβληµα ξεπερνιέται µε τη διάκριση των κατηγοριών σε
µικρές και µεγάλες, όπου µικρές είναι οι κατηγορίες των οποίων τα αντικείµενα µπορούν
να θεωρηθούν και σύνολα. Εποµένως, η Cat ορίζεται πλέον καλώς ως η κατηγορία των
µικρών κατηγοριών, η οποία είναι µία µεγάλη κατηγορία.

Για την περαιτέρω κατανόηση και εξοικείωση µε την έννοια του συναρτητή παρατίθενται
µερικά παραδείγµατα.

Παραδείγµατα Συναρτητών

1. Ο συναρτητής του δυναµοσυνόλου P : Set→ Set είναι ένας ενδοσυναρτητής της Set.
Η συνάρτηση αντικειµένων αντιστοιχίζει σε καθε σύνολο X το σύνηθες δυναµοσύ-
νολο P (X) µε στοιχεία όλα τα υποσύνολα S ⊂ X , ενώ η συνάρτηση βελών αντιστοι-
χίζει κάθε συνάρτηση f : X → Y στην P (f) : P (X) → P (Y ), η οποία απεικονίζει
κάθε S ⊂ X στο σύνολο f(S), όπου f(S) ⊂ Y . Ο συναρτητής είναι καλώς ορισµένος,
επειδή ισχύει ότι P (1x) = 1P (X) και P (g ◦ f) = P (g) ◦ P (f).

2. Ο εγκλειστικός συναρτητής Inc : Vecfd → Vec, ο οποίος απεικονίζει κάθε δια-
νυσµατικό χώρο πεπερασµένης διάστασης στον εαυτό του, περιλαµβάνοντας όµως
στην κατηγορία που καταλήγει και όλους τους υπόλοιπους, δηλαδή και τους απειρο-
διάστατους χώρους.

3. Ο σταθερός συναρτητής απεικονίζει κάθε αντικείµενο A της C σε ένα αντικείµενο
B της D και κάθε βέλος της C στο ταυτοτικό βέλος της D.

4. Ο επιλήσµων συναρτητής U : Mon → Set απεικονίζει κάθε µονοειδές (M, ·, e) στο
σύνολο M και κάθε οµοιοµορφισµό h : (M, ·, e) → (M ′, ·′, e′) στην αντίστοιχη συ-
νάρτηση h : M → M ′ µεταξύ των συγκεκριµένων συνόλων. Ονοµάζεται έτσι διότι
«ξεχνά» τη δοµή που χαρακτηρίζει το µονοειδές.

5. Ο ελεύθερος συναρτητής, σε αντίθεση µε τον επιλήσµονα συναρτητή, δηµιουργεί
µια πλουσιότερη δοµή σε µια κατηγορία. Παραδείγµατος χάρη, ελεύθερος είναι ο συ-
ναρτητής F : Set→ Grp, ο οποίος αντιστοιχίζει κάθε σύνολο στην ελεύθερη οµάδα⁵
που δηµιουργείται από αυτό και κάθε συνάρτηση στον οµοµορφισµό µεταξύ των
αντίστοιχων ελεύθερων οµάδων.

Ορισµός 1.2.5. Έστω ο συναρτητής F : C → D. Τότε ο συναρτητής F op : Cop → D λέγεται
ανταλλοίωτος ή αντίθετος και απεικονίζει κάθε αντικείµενο A της C σε ένα αντικείµενο
F op(A) της D και κάθε βέλος f : A→ B σε ένα βέλος F op(f) : F op(B)→ F op(A) της D.

⁴Έστω S = {x : x /∈ x}. Τότε S ∈ S αν και µόνο αν S /∈ S.
⁵Μία οµάδα G ονοµάζεται ελεύθερη αν υπάρχει σύνολο S ⊂ G τέτοιο ώστε κάθε στοιχείο της G να µπο-

ρεί να γραφτεί µε έναν και µοναδικό τρόπο ως γινόµενο πεπερασµένου πλήθους στοιχείων του S και των
αντιστρόφων αυτών των στοιχείων.
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Παράδειγµα 1.2.6. Όπως ορίσαµε το συναρτητή του δυναµοσυνόλου, P , µπορούµε να ορί-
σουµε τον αντίθετό του, P op : Setop → Set, για τον οποίο ισχύει ότι

A 7→ P op(A) = {X | X ⊆ A}
f : A→ B 7→ P op(f) : P op(B)→ P op(A), όπου P op(f)(Y ) = f−1[Y ].

Ορισµός 1.2.7. Έστω µια κατηγορία C. Αν A αντικείµενό της, τότε ορίζεται ο συναρτητής
C(A,−) : C → Set. Αυτός ο συναρτητής αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο B της C στο σύ-
νολο C(A,B) των βελών από το A στο B και κάθε βέλος f : B → C της C στη συνάρτηση
C(A, f) : C(A,B) → C(A,C) µε C(A, f)(g : A → B) = f ◦ g, όπου προφανώς η σύνθεση στο
δεξί µέλος της ισότητας διενεργείται εντός της C. Ο συναρτητής C(A,−) λέγεται συναρτη-
τής οµοµορφισµού (hom-functor). Αντίστοιχα ορίζεται και οανταλλοίωτος συναρτητής
οµοµορφισµού C(−, B).

Σε αυτήν την ενότητα, λοιπόν, είδαµε το συναρτητή, ο οποίος γενικεύει την έννοια
της συνάρτησης, αφού τα ορίσµατά του είναι και συναρτήσεις. Στην επόµενη ενότητα θα
δούµε πώς σχετίζονται οι συναρτητές µεταξύ τους.

1.3 Τι είναι ο φυσικός µετασχηµατισµός

Το πλέγµα των κατηγοριών και των συναρτητών µεταξύ των κατηγοριών εµπλουτί-
ζεται ακόµα περισσότερο µε την εµφάνιση απεικονίσεων µεταξύ των συναρτητών. Αυτές
τις απεικονίσεις τις αποκαλούµε φυσικούς µετασχηµατισµούς.

Ορισµός 1.3.1. Έστω δύο συναρτητές F,G : C → D. Ένας φυσικός µετασχηµατισµός
ϑ : F→̇G είναι µια απεικόνιση, η οποία αντιστοιχίζει κάθε αντικείµενο A της C σε ένα
βέλος ϑA : F (A) → G(A) της D, το οποίο καλείται συνιστώσα του ϑ στη C, έτσι ώστε για
κάθε µορφισµό f : A→ B να ισχύει

ϑB ◦ F (f) = G(f) ◦ ϑA

δηλαδή το διάγραµµα

F (A)

ϑA

��

F (f) // F (B)

ϑB

��
G(A)

G(f)
// G(B)

να είναι αντιµεταθετικό. Όταν ισχύει η προηγούµενη σχέση, µπορούµε επίσης να πούµε
πως ο µορφισµός ϑA : F (A)→ G(A) είναι φυσικός στο Α.

Ορισµός 1.3.2. Αν κάθε συνιστώσα ϑA του ϑ είναι ισοµορφισµός⁶ στην D, τότε ο ϑ ονοµά-
ζεται φυσικός ισοµορφισµός. Δύο συναρτητές λέγονται φυσικά ισοµορφικοί ή απλώς
ισοµορφικοί, αν υπάρχει φυσικός ισοµορφισµός µεταξύ αυτών.

Παρατήρηση Αν φανταστούµε το συναρτητή F ως αυτόν που µας δίνει την εικόνα όλων
των αντικειµένων και των βελών της C στην D, τότε ο φυσικός µετασχηµατισµός ϑ είναι

⁶Όπως προαναφέρθηκε, ισοµορφισµός λέγεται κάθε αντιστρέψιµο βέλος. Στην επόµενη ενότητα θα ασχο-
ληθούµε εκτενέστερα µε την έννοια αυτή.
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µία συλλογή βελών που απεικονίζουν (ή µεταφράζουν) την εικόνα του F στην εικόνα του
G, έτσι ώστε το διάγραµµα

F (A)

F (h)

��

F (f)

##H
HH

HH
HH

HH
ϑA // G(A)

G(h)

��

G(f)

##H
HH

HH
HH

HH

F (B)

F (g){{vvv
vv
vv
vv

ϑB // G(B)

G(g){{vvv
vv
vv
vv

F (C)
ϑC

// G(C)

να είναι αντιµεταθετικό.

Ακολουθεί ένα παράδειγµα έτσι ώστε να καταστεί αντιληπτό το τι νοούµε ως φυσικό και
ειδικότερα ισοµορφικό µετασχηµατισµό.

Πρόταση 1.3.3. Κάθε οµάδα είναι φυσικά ισόµορφη µε την αντίθετή της.⁷ Αυτό µπορεί να
οριστεί ως συναρτητής από οµάδες σε οµάδες, έτσι ώστε fop = f για κάθε οµοµορφισµό
οµάδων f : G → H . Για τον ορισµό αυτού του συναρτητή, η απεικόνιση fop : Gop → Hop

πρέπει να είναι οµοµορφισµός. Αυτό ισχύει πράγµατι, καθώς παρατηρούµε πως για κάθε
a, b ∈ G και f : G→ H έχουµε ότι

fop(a ∗ b) = f(b ∗ a) = fop(a) ∗op fop(b)

Το τελευταίο µάς δείχνει τι χρειάζεται για να επιβεβαιώσουµε τη φυσικότητα του µετασχη-
µατισµού: πρέπει να αποδείξουµε ότι ο ταυτοτικός συναρτητής µεταξύ οµάδων είναι φυσικά
ισοµορφικός µε τον αντίθετο συναρτητή, όπως αυτός ορίστηκε πρωτύτερα. Έτσι, πρέπει να
δώσουµε τον ισοµορφισµό ϑG : G → Gop ώστε το σχετικό διάγραµµα που θα ορίζει τη φυσι-
κότητα να είναι αντιµεταθετικό.

Απόδειξη. Έστω ϑG(a) = a−1, ∀a ∈ G. Έχουµε ότι (ab)−1 = b−1a−1 και (a−1)−1 = a, δηλαδή
η ϑG είναι η αντίστροφη του εαυτού της. Έστω, τώρα, f : G → H ένας οµοµορφισµός
οµάδων. Έχοντας υπόψη ότι fop = f και f(a)−1 = f(a−1), το διάγραµµα

G
f //

ϑG

��

H

ϑH

��
Gop

fop
// Hop

µας δίνει το φυσικό µετασχηµατισµό.
Για την ισοµορφία του µετασχηµατισµού, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε ϑG έχει πράγµατι

αντίστροφο. Έστω ο µορφισµός ϑGop µε ϑGop(b) = b−1. Όµως, από τον ορισµό τουGop, ισχύει
ότι b−1 ∈ G. Οπότε ϑ−1

G = ϑGop για κάθε G, άρα ο µετασχηµατισµός είναι ισοµορφικός.

Ορισµός 1.3.4. Μια σύζευξη αποτελείται από

• ένα ζεύγος κατηγοριών C,D

• ένα ζεύγος συναρτητών F : C → D, G : D → C

⁷Αν G µια οµάδα, τότε η αντίθετή της Gop αναφέρεται στο ίδιο σύνολο, ενώ οι µορφισµοί της είναι αντε-
στραµµένοι, δηλαδή a ∗ b ∈ G 7→ b ∗op a ∈ Gop.
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• ένα φυσικό µετασχηµατισµό ϑ : IC→̇(G ◦ F )

ώστε για κάθε C-αντικείµενο A και C-βέλος f : A → G(B), να υπάρχει µοναδικό D-βέλος
f ♯ : F (A)→ B ώστε το διάγραµµα

A

f ##G
GG

GG
GG

GG
G
ϑA // G(F (A))

G(f♯)
���
�
�

G(B)

να είναι αντιµεταθετικό. Σε αυτήν την περίπτωση λέµε πως οι συναρτητές (F,G) είναι
συζυγείς και ότι ο F είναι ο αριστερά συζυγής του G και ο G ο δεξιά συζυγής του F . Ο
φυσικός µετασχηµατισµόςϑλέγεταιµονάδα της σύζευξης, ενώσυµµονάδα της σύζευξης
λέγεται ο φυσικός µετασχηµατισµός ε : F ◦ G → 1D και αποτελεί τη δυϊκή έννοια της
µονάδας.

1.4 Τα περιεχόµενα µιας κατηγορίας

Μετά την παρουσίαση των τριών βασικών εννοιών της Θεωρίας Κατηγοριών, δηλαδή
της κατηγορίας, του συναρτητή και του φυσικού µετασχηµατισµού, επιστρέφουµε για µια
ενδοσκόπηση στην ίδια την κατηγορία: στα αντικείµενά της, στα βέλη της και στον κόσµο
τον οποίο αµφότερα δηµιουργούν.

1.4.1 Τα βέλη

Όταν πραγµατευόµαστε συναρτήσεις, συχνά ενδιαφερόµαστε για διάφορες ιδιότητές
τους, όπως το αν είναι 1-1, επί ή αµφιµονοσήµαντες. Αντίστοιχο ενδιαφέρον τρέφουµε και
για τα βέλη µιας κατηγορίας.

Ορισµός 1.4.1. Ένα βέλος f : B → C σε µια κατηγορία C είναι µονοµορφισµός αν για
κάθε ζεύγος C-βελών g, h : A→ B που ικανοποιεί την ισότητα f ◦g = f ◦h έπεται ότι g = h.

Πρόταση 1.4.2. Στην κατηγορία Set, οι µονοµορφισµοί είναι αποκλειστικά οι 1-1 συναρτή-
σεις.⁸

Απόδειξη. Θα δείξουµε το ζητούµενο µε απαγωγή σε άτοπο. Έστω f : B → C µια 1-1
συνάρτηση και g, h : A → B µε f ◦ g = f ◦ h. Έστω ότι g ̸= h. Τότε για κάποιο a ∈ A,
g(a) ̸= h(a). Επειδή, όµως, η f είναι 1-1 έχουµε ότι f(g(a)) ̸= f(h(a)). Άτοπο, διότι από
υπόθεση f ◦ g = f ◦ h. Άρα, το βέλος f είναι µονοµορφισµός.

Αντίστροφα, έστω f : B → C µονοµορφισµός. Αν η f δεν είναι 1-1, τότε υπάρχουν
b, b′ ∈ B τέτοια ώστε b ̸= b′ ⇒ f(b) = f(b′). Έστω A = {a}, g : A → B µε g(a) = b και
h : A → B µε h(a) = b′. Τότε έχουµε f(g(a)) = f(h(a)). Άτοπο, διότι το βέλος f είναι
µονοµορφισµός.

Ορισµός 1.4.3. Ένα βέλος f : A → B είναι επιµορφισµός αν για κάθε ζεύγος βελών
g, h : B → C που ικανοποιεί την ισότητα g ◦ f = h ◦ f έπεται ότι g = h.

Πρόταση 1.4.4. Στην κατηγορία Set, οι επιµορφισµοί είναι αποκλειστικά οι συναρτήσεις που
είναι επί.⁹

⁸Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται 1-1 αν για x, y ∈ X , ισχύει f(x) = f(y) ⇒ x = y ή x ̸= y ⇒ f(x) ̸= f(y).
⁹Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται επί αν ∀x ∈ X ∃y ∈ Y : f(x) = y.

10



Παρατήρηση Βλέπουµε πως ο επιµορφισµός είναι η δυϊκή έννοια του µονοµορφισµού. Ο
µονοµορφισµός διέπεται από τον αριστερό νόµο της διαγραφής, ενώ ο επιµορφισµός από
το δεξιό νόµο της διαγραφής, όπως ακριβώς τους ξέρουµε από την Άλγεβρα.

Ορισµός 1.4.5. Ένα βέλος f : A → B είναι ισοµορφισµός εάν υπάρχει ένα βέλος f−1 :
B → A, καλούµενο αντίστροφο του f , τέτοιο ώστε f−1 ◦ f = idA και f ◦ f−1 = idB . Τα αντι-
κείµενα Α και Β καλούνται ισοµορφικά. Δύο ισοµορφικά αντικείµενα συχνά αναφέρονται
ως ταυτόσηµα µέχρις ισοµορφισµού.

Καθολικές κατασκευές

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουµε µερικές καθολικές κατασκευές στις κατηγορίες. Οι
απλούστερες αυτών είναι το αρχικό και η δυϊκή του έννοια: το τελικό αντικείµενο.

1.4.2 Αρχικά και τελικά αντικείµενα

Ορισµός 1.4.6. Ένα αντικείµενο 0 λέγεται αρχικό αν για κάθε αντικείµενο Α υπάρχει
µόνο ένα βέλος από το 0 στο Α.

Ορισµός 1.4.7. Ένα αντικείµενο 1 λέγεται τελικό ή συναρχικό αν για κάθε αντικείµενο
Α υπάρχει µόνο ένα βέλος από το Α στο 1.

Τα βέλη που ξεκινούν από ένα αρχικό αντικείµενο ή καταλήγουν σε ένα τελικό αντι-
κείµενο συχνά συµβολίζονται ως

A
!−→ 1

έτσι ώστε να επισηµανθεί η µοναδικότητά τους.

Παράδειγµα 1.4.8. Στην κατηγορία Set, το κενό σύνολο είναι το µόνο αρχικό αντικείµενο.
Για κάθε σύνολο Α, η κενή συνάρτηση είναι η µοναδική συνάρτηση από το ∅ στο Α. Κάθε
µονοσύνολο είναι τελικό αντικείµενο, αφού για κάθε σύνολο Α υπάρχει µια συνάρτηση
από το Α στο µονοσύνολο {x} που απεικονίζει κάθε στοιχείο του Α στο x.

Πρόταση 1.4.9. Τα αρχικά αντικείµενα µιας κατηγορίας είναι µοναδικά µέχρις ισοµορφι-
σµού, δηλαδή δύο αρχικά αντικείµενα στην ίδια κατηγορία πρέπει να είναι ισοµορφικά. Αντί-
στοιχα, δύο τελικά αντικείµενα µέσα στην ίδια κατηγορία είναι ισοµορφικά.

Απόδειξη. Έστω δύο αρχικά αντικείµενα s, s′. Τότε υπάρχουν µοναδικά βέλη f : s→ s′ και
g : s′ → s. Επίσης, υπάρχουν µοναδικά ταυτοτικά βέλη s → s και s′ → s′. Επειδή f ◦ g =
g ◦ f = 1s = 1s′ , τότε τα s, s′ είναι ισοµορφικά. Οµοίως, αποδεικνύεται και η µοναδικότητα
µέχρις ισοµορφισµού των τελικών αντικειµένων.

Ορισµός 1.4.10. Ένα βέλος από ένα τελικό αντικείµενο σε ένα αντικείµενο Α λέγεται γε-
νικό στοιχείο ή σταθερά του Α.

1.4.3 Γινόµενα

Ο συνήθης συνολοθεωρητικός ορισµός του καρτεσιανού γινοµένου δύο συνόλων Α και
Β είναι ο ακόλουθος:

A×B = {(a, b) : a ∈ A και b ∈ B}

Επίσης, µε τον ορισµό του γινοµένου, ορίζουµε τις συναρτήσεις προβολής
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π1 : A×B → A και π2 : A×B → B.

Πρόταση 1.4.11. Έστω το καρτεσιανό γινόµενο (A×B) δύο συνόλων Α, Β και οι αντίστοιχες
προβολές τους π1 ∈ A(A×B), ⟨x, y⟩ 7−→ x και π2 ∈ B(A×B), ⟨x, y⟩ 7−→ y. Τότε για κάθε σύνολο
C και συναρτήσεις f ∈ AC , g ∈ BC υπάρχει µοναδική συνάρτηση h ∈ (A × B)C τέτοια ώστε
το διάγραµµα

C
f

{{vv
vv
vv
vv
vv

h
���
�
�

g

##H
HH

HH
HH

HH
H

A (A×B)π1

oo
π2

// B

να είναι αντιµεταθετικό.

Απόδειξη. Η µοναδική συνάρτηση h ∈ (A × B)C ορίζει την απεικόνιση x 7−→ ⟨f(x), g(x)⟩.

Ορισµός 1.4.12. Ένα γινόµενο (ζεύγους) δύο αντικειµένων Α και Β µιας κατηγορίας είναι
ένα αντικείµενο A × B µαζί µε δύο βέλη προβολής π1 : A × B → A και π2 : A × B → B,
έτσι ώστε για κάθε αντικείµενο C και κάθε ζεύγος βελών f : C → A και g : C → B να
υπάρχει ακριβώς ένα παρεµβαλλόµενο βέλος ⟨f, g⟩ : C → A × B, το οποίο θα επιτρέπει
στο διάγραµµα

C
f

{{vv
vv
vv
vv
vv

⟨f,g⟩
���
�
�

g

##H
HH

HH
HH

HH
H

A (A×B)π1

oo
π2

// B

να είναι αντιµεταθετικό. Δηλαδή, π1 ◦ ⟨f, g⟩ = f και π2 ◦ ⟨f, g⟩ = g

Ορισµός 1.4.13. Αν A × C,B × D είναι γινόµενα, τότε για κάθε ζεύγος βελών ⟨f, g⟩ µε
f : A → B και g : C → D, η απεικόνιση γινοµένου f × g : A × C → B ×D είναι το βέλος
⟨f ◦ π1, g ◦ π2⟩.

Ορισµός 1.4.14. Ένα συγγινόµενο δύο αντικειµένων Α και Β είναι ένα αντικείµενο A+B
µαζί µε δύο βέλη προβολής ι1 : A → A + B και ι2 : B → A + B, έτσι ώστε για κάθε
αντικείµενο C και κάθε ζεύγος βελών f : A → C και g : B → C να υπάρχει ακριβώς ένα
βέλος [f, g] : A+B → C, το οποίο θα επιτρέπει στο διάγραµµα

A
ι1 //

f ##F
FF

FF
FF

FF
A+B

[f,g]
���
�
� B

ι2oo

g
{{ww
ww
ww
ww
w

C

να είναι αντιµεταθετικό. Δηλαδή [f, g] ◦ ι1 = f και [f, g] ◦ ι2 = g.

Ορισµός 1.4.15. Ένα γινόµενο µιας οικογένειας αντικειµένων (Ai)i∈I αποτελείται από ένα
αντικείµενο

∏
i∈I Ai και µια οικογένεια βελών προβολής (πi : (

∏
i∈I Ai)→ Ai)i∈I , έτσι ώστε

για κάθε αντικείµενο C και κάθε οικογένεια βελών (fi : C → Ai)i∈I να υπάρχει ένα µονα-
δικό βέλος ⟨fi⟩i∈I : C → (

∏
i∈I Ai) που θα επιτρέπει στο διάγραµµα

C

⟨fi⟩i∈I

���
�
�

fi

##H
HH

HH
HH

HH
H

∏
i∈I Ai πi

// Ai

να είναι αντιµεταθετικό για κάθε i ∈ I . Δηλαδή πi ◦ ⟨fi⟩ = fi, ∀i ∈ I .
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Αφού είδαµε παραδείγµατα καθολικών κατασκευών µπορούµε τώρα να αποσαφηνίσουµε
την έννοια της καθολικής κατασκευής.

Ορισµός 1.4.16. Μία καθολική κατασκευή περιγράφει µια κλάση αντικειµένων συνο-
δευόµενων από βέλη, τα οποία µοιράζονται µια κοινή ιδιότητα, και επιλέγει τα αντικεί-
µενα που είναι τελικά όταν η κλάση αυτή θεωρείται κατηγορία.

Παράδειγµα 1.4.17. O ορισµός των γινοµένωνA καιB στη C περιγράφει µία κλάση νιάδων
(X,x1, x2) µε A x1←− X x2−→ B. Μπορούµε να αποκαλέσουµε τις νιάδες αυτές «σφήνες πάνω
από τα A,B» και να τις φανταστούµε ως αντικείµενα της κατηγορίας των «σφηνών πάνω
από τα A,B». Ένα βέλος της κατηγορίας αυτής, έστω m : (W,w1, w2) → (X,x1, x2) είναι
ένα C-βέλος m :W → X µε w1 = x1 ◦m και w2 = x2 ◦m, δηλαδή

W

w1

����
��
��
��
��
��
��

m��
w2

��0
00
00
00
00
00
00
0

X

x1~~}}
}}
}}
}}

x2   A
AA

AA
AA

A

A B

Ένα τελικό αντικείµενο στην κατηγορία των κορυφών, έστω (P, p1, p2) είναι ένα αντικεί-
µενο µε µοναδικό βέλος προς αυτό από κάθε κορυφή, δηλαδή

W

w1

����
��
��
��
��
��
��

!��
w2

��0
00
00
00
00
00
00
0

X

p1~~}}
}}
}}
}}

p2   A
AA

AA
AA

A

A B

Οι έννοιες που ορίζονται από µια καθολική κατασκευή λέγονται καθολικές µεταξύ
αυτών που ικανοποιούν µια δεδοµένη ιδιότητα ή λέµε απλώς πως ικανοποιούν µια καθο-
λική ιδιότητα. Τέλος, οι καθολικές κατασκευές είναι µοναδικές µέχρις ισοµορφισµού.

1.4.4 Εξισωτές

Ορισµός 1.4.18. Έστω f, g : A→ B δύο βέλη στη C. Το ζεύγος ⟨E, e⟩ λέγεται εξισωτής των
f και g στη C αν και µόνο αν ισχύουν τα ακόλουθα:

i. Το e : E → A είναι βέλος της C.

ii. f ◦ e = g ◦ e

iii. Για κάθε e′ : E′ → A µε f ◦ e′ = g ◦ e′ υπάρχει ένα βέλος ē : E′ → E, τέτοιο ώστε το
διάγραµµα

E′

ē
���
�
�

e′

  A
AA

AA
AA

A

E e
// A

f //
g

// B

να είναι αντιµεταθετικό.
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Ορισµός 1.4.19. Έστω f, g : A→ B δύο βέλη στη C. Το ζεύγος ⟨Q, q⟩ λέγεται συνεξισωτής
των f και g στη C αν και µόνο αν ισχύουν τα ακόλουθα:

i. Το q : B → Q είναι βέλος της C.

ii. q ◦ f = q ◦ g

iii. Για κάθε q′ : B → Q′ µε q′ ◦ f = q′ ◦ g υπάρχει ένα βέλος q̄ : Q → Q′, τέτοιο ώστε το
διάγραµµα

A
f //
g

// B
q //

q′ ��?
??

??
??

? Q

q̄
���
�
�

Q′

να είναι αντιµεταθετικό.

Ορισµός 1.4.20. Έστω ένα αντικείµενο C και ένα ζεύγος βελών f : A → C και g : B → C.
Μία εφέλκυση της τριάδας ⟨C, f, g⟩ αποτελείται από ένα αντικείµενο P µαζί µε δύο βέλη
g′ : P → A, f ′ : P → B ώστε f ◦g′ = g◦f ′ και για κάθε i : X → A, j : X → B ώστε f ◦i = g◦j,
να υπάρχει ένα µοναδικό βέλος k : X → P , το οποίο θα επιτρέπει στο διάγραµµα

X

i

��

j

##
k
A

A

  A
A

P

g′

��

f ′
// B

g

��
A

f
// C

να είναι αντιµεταθετικό. Η εφέλκυση συµβολίζεται επίσης ως P = A×
C
B.

Παράδειγµα 1.4.21. Στην κατηγορία Set, ανA f−→ C
g←− B, τότε µια εφέλκυση των f, g είναι

το

A×
C
B = {(a, b) ∈ A×B | f(a) = g(b)}

µε συναρτήσεις προβολής f ′, g′ τέτοιες ώστε f ′(a, b) = b και g′(a, b) = a.

Ας δούµε τώρα τη δυϊκή έννοια της εφέλκυσης, την εξώθηση, η οποία ουσιαστικά προ-
κύπτει αν αντιστρέψουµε όλα τα βέλη του διαγράµµατος της εφέλκυσης.

Ορισµός 1.4.22. Έστω ένα αντικείµενο C και ένα ζεύγος βελών f : C → A και g : C → B.
Μία εξώθηση της τριάδας ⟨C, f, g⟩ αποτελείται από ένα αντικείµενο P µαζί µε δύο βέλη
g′ : A→ P ,f ′ : B → P ώστε g′ ◦f = f ′ ◦g και για κάθε i : A→ Q, j : B → Qώστε i◦f = j ◦g,
να υπάρχει ένα µοναδικό βέλος u : P → Q, το οποίο θα επιτρέπει στο διάγραµµα

Q

P

u
__?
?
?
?

B

j
kk

f ′
oo

A

g′

OOi

SS

C
f

oo

g

OO

να είναι αντιµεταθετικό.
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1.4.5 Όρια

Τα αρχικά και τελικά αντικείµενα, τα γινόµενα και τα συγγινόµενα, οι εξισωτές και οι
συνεξισωτές, οι εφελκύσεις και οι εξωθήσεις είναι παραδείγµατα καθολικών και συγκα-
θολικών κατασκευών. Όλα αυτά αποτελούν ειδικές εκφράσεις των γενικοτέρων εννοιών,
του ορίου και του συνορίου ενός διαγράµµατος.

Ορισµός 1.4.23. Έστω η κατηγορία C και D ένα διάγραµµα της C. Ένας κώνος τουD είναι
ένα αντικείµενο X της C και µια οικογένεια βελών fi : X → Di, όπου Di αντικείµενα του
D, τέτοια ώστε για κάθε βέλος g του D, το διάγραµµα

X
fi

~~}}
}}
}}
}} fj

  A
AA

AA
AA

A

Di g
// Dj

να είναι αντιµεταθετικό. Οι κώνοι συµβολίζονται ως {fi : X → Di}.

Ορισµός 1.4.24. Ένα όριο ενός διαγράµµατος D είναι ο κώνος {fi : X → Di} µε την ακό-
λουθη ιδιότητα: Αν {f ′i : X ′ → Di} είναι ένας άλλος κώνος του D, τότε υπάρχει µοναδικό
βέλος k : X ′ → X τέτοιο ώστε το διάγραµµα

X ′

f ′
i   B

BB
BB

BB
B

k //_______ X

fi~~}}
}}
}}
}}

Di

να είναι αντιµεταθετικό.

Ορισµός 1.4.25. Ένας συγκώνος ενός διαγράµµατοςD µιας κατηγορίας C είναι ένα αντι-
κείµενο X και µια οικογένεια βελών fi : Di → X τέτοια ώστε fj ◦ g = fi, για κάθε g του
D. Ένα συνόριο του D είναι ένας συγκώνος {fi : Di → X} µε την ακόλουθη συγκαθολική
ιδιότητα: Αν {f ′i : Di → X ′} είναι ένας άλλος συγκώνος του D, τότε υπάρχει µοναδικό
βέλος k : X → X ′ ώστε το διάγραµµα

X
k //_______ X ′

Di

fi

``AAAAAAAA f ′
i

>>||||||||

να είναι αντιµεταθετικό για κάθε αντικείµενο Di του D.

1.4.6 Εκθετικότητα

Η τελευταία καθολική κατασκευή που εξετάζουµε αφορά µια ερµηνεία του currying
από την οπτική της Θεωρίας Κατηγοριών. Το currying είναι µια διαδικασία µετασχηµατι-
σµού µιας συνάρτησης που δέχεται περισσότερα από ένα ορίσµατα σε µία άλλη που δέ-
χεται ένα όρισµα. Η τελευταία επιστρέφει µια νέα συνάρτηση, η οποία ως ορίσµατα έχει
αυτά που έχουν αποµείνει από την αρχική.

Για να γίνει αντιληπτή αυτή η διαδικασία θα δούµε πώς εφαρµόζεται στην κατηγορία
Set. Έστω A,B σύνολα. Τότε η συλλογή BA = {f : A → B} είναι επίσης σύνολο. Εµείς
όµως θέλουµε να χαρακτηρίσουµε το σύνολο αυτό βάσει των βελών του. Συνεπώς, παρα-
τηρούµε ότι τοBA σχετίζεται µε µια ειδικήσυνάρτησηεκτίµησης, την eval : (BA×A)→ B
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µε eval(f, a) = f(a). Δηλαδή δοθέντος ενός ζεύγους (f, a) µε f : A → B και a ∈ A, αυτή
επιστρέφει f(a) ∈ B.

Η κατηγορική οπτική του BA στηρίζεται στο ότι η συνάρτηση εκτίµησης φέρει µια
καθολική ιδιότητα σε σχέση µε όλες τις g : C × A → B. Για κάθε g, υπάρχει µοναδική
curry(g) : C → BA τέτοια ώστε το διάγραµµα

BA ×A eval // B

C ×A

curry(g)×idA

OO�
�
� g

;;wwwwwwwww

να είναι αντιµεταθετικό. Η συνάρτηση curry(g) × idA είναι µια απεικόνιση γινοµένου, η
οποία ορίζεται ως

(c, a)→ (curry(g)(c), a).

Για την g ισχύει gc(a) = g(c, a), ενώ για την curry(g) ισχύει curry(g)(c) = gc. Άρα, για κάθε
(c, a) ∈ C ×A έχουµε ότι

(eval ◦ (curry(g)× idA))(c, a) = eval(curry(g)(c), a) = eval(gc, a) = gc(a) = g(c, a).

Το τελευταίο αποδεικνύει ότι το προηγούµενο διάγραµµα είναι αντιµεταθετικό.

Ορισµός 1.4.26. Έστω C µια κατηγορία όλων των γινοµένων ζεύγους καιX,Y αντικείµενα
της C. Το αντικείµενο Y X είναι εκθετικό αν υπάρχει ένα βέλος evalX : (Y X × X) → Y
τέτοιο ώστε για κάθε αντικείµενο Z και βέλος g : (Z×X)→ Y να υπάρχει µοναδικό βέλος
curry(g) : Z → Y X , το οποίο να καθιστά το διάγραµµα

Y X ×X evalXY// Y

Z ×X

curry(g)×idX

OO�
�
� g

;;vvvvvvvvv

αντιµεταθετικό.

Αν η κατηγορία C έχει ένα εκθετικό αντικείµενο Y X για κάθε ζεύγος αντικειµένων
X,Y , τότε αυτή είναι εκθετική.

1.5 Καρτεσιανά κλειστές κατηγορίες

Ας δούµε, τώρα, ένα απλό παράδειγµα για το πώς µπορούν να συνδυαστούν όλα τα
προηγούµενα έτσι ώστε να δοµηθεί µία πολυπλοκότερη κατασκευή που να τα αξιοποιεί
και να έχει νόηµα. Πρόκειται για την κατασκευή της καρτεσιανά κλειστής κατηγορίας.

Ορισµός 1.5.1. Μία κατηγορία C λέγεται καρτεσιανά κλειστή αν και µόνο αν ισχύουν τα
ακόλουθα

• Έχει ένα τελικό αντικείµενο.

• Κάθε ζεύγος αντικειµένων A,B σχηµατίζει ένα γινόµενο A×B στη C.

• Κάθε ζεύγος αντικειµένων B,C σχηµατίζει ένα εκθετικό CB στη C.

Ας δούµε δύο καρτεσιανά κλειστές κατηγορίες για να καταλάβουµε καλύτερα περί τί-
νος πρόκειται.
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• Η Set. Τελικό της αντικείµενο είναι το µονοσύνολο (το οποίο είναι µοναδικό µέχρις
ισοµορφισµού), γινόµενό της είναι το καρτεσιανό γινόµενο πεπερασµένου αριθµού
συνόλων και εκθετικό της αντικείµενο είναι το σύνολο των συναρτήσεων µεταξύ δύο
συνόλων.

• Έστω η συνάρτηση του δυναµοσυνόλου P : S → P (S) µε P (S) = {T : T ⊆ S}, η
οποία αντιστοιχίζει κάθε σύνολο S στο σύνολο όλων των υποσυνόλων του. Ο µερικά
διατεταγµένος χώρος (P (S),⊆) είναι µια καρτεσιανά κλειστή κατηγορία. Πράγµατι,
τελικό αντικείµενο της (P (S),⊆) είναι το σύνολο S, αφού ∀T ∈ P (S), T ⊆ S. Επίσης,
γινόµενό της είναι το καρτεσιανό γινόµενο πεπερασµένου αριθµού υποσυνόλων του
S και εκθετικό της αντικείµενο είναι το σύνολο των συναρτήσεων µεταξύ δύο υπο-
συνόλων του S.

Οι καρτεσιανά κλειστές κατηγορίες ανακύπτουν και στο πεδίο της Μαθηµατικής Λογικής.
Για να δοθεί ένα παράδειγµα, ας ορίσουµε πρώτα µερικές έννοιες που θα µας βοηθήσουν
στην κατανόησή του, τις οποίες τις λαµβάνουµε από το [5].

Ορισµός 1.5.2. Το αλφάβητο µιας γλώσσας είναι ένα σύνολο συµβόλων αποτελούµενο
από

• τα σύµβολα λογικών συνδέσµων ¬ (όχι), ∨ (ή), ∧ (και),→ (συνεπάγεται)¹⁰

• παρενθέσεις, αριστερή ( και δεξιά )

• σύµβολα προτάσεων ή προτασιακές µεταβλητές, δηλαδή ένα αριθµήσιµο σύνολο
συµβόλων A1, A2, ..., An, ....

Ορισµός 1.5.3. Έκφρασηµιας γλώσσας είναι µία πεπερασµένη ακολουθία συµβόλων του
αλφαβήτου.

Ορισµός 1.5.4. Σωστές εκφράσεις ήπροτασιακοί τύποιµιας γλώσσας είναι οι εκφράσεις
που ορίζονται, επαγωγικά, ως εξής:

(i) Τα σύµβολα προτάσεων είναι προτασιακοί τύποι.

(ii) Αν ϕ και ψ είναι προτασιακοί τύποι, τότε οι εκφράσεις (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ), (¬ϕ)
είναι προτασιακοί τύποι.

(iii) Μόνο οι εκφράσεις που σχηµατίζονται από µια διαδοχική εφαρµογή των (i), (ii) είναι
προτασιακοί τύποι.

Ορισµός 1.5.5. Πρόταση είναι µια έκφραση που επιδέχεται µόνο µία αληθοτιµή, δηλαδή
είναι είτε αληθής είτε ψευδής.

Ορισµός 1.5.6. Προτασιακός λογισµός είναι η τυπική λογική βάση που αφορά τις σχέσεις
µεταξύ προτάσεων, οι οποίες συνδέονται µε λογικούς συνδέσµους.

Μια καρτεσιανά κλειστή κατηγορία, λοιπόν, είναι η κατηγορία των προτασιακών τύ-
πων του προτασιακού λογισµού. Αντικείµενά της είναι οι προτασιακοί τύποι και βέλη της
οι συνεπαγωγές µεταξύ αυτών. Τελικό αντικείµενό της είναι η ταυτολογία⊤. Αν P,Qπρο-
τάσεις και η σύζευξη∧ αντιστοιχεί στην έννοια του καρτεσιανού γινοµένου, τότε γινόµενο
της συγκεκριµένης κατηγορίας είναι το αντικείµενο P ∧Q. Εκθετικό της αντικείµενο είναι
το QP που αντιστοιχεί στη συνεπαγωγή P → Q.

¹⁰Στο επόµενο κεφάλαιο θα αναλυθούν οι σύνδεσµοι λεπτοµερέστερα.
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1.6 Συµµετρικές µονοειδείς κλειστές κατηγορίες

Όπως ορίσαµε το γινόµενο µεταξύ αντικειµένων µιας κατηγορίας (1.4.12) , αντίστοιχα
ορίζεται και η κατηγορία γινοµένου.

Ορισµός 1.6.1. Δοθεισών δύο κατηγοριών C,D, κατασκευάζουµε µια νέα, C×D καλούµενη
κατηγορία γινοµένου, µε τον εξής τρόπο:

• Κάθε αντικείµενο της C ×D είναι ένα ζεύγος (A,B), αντικειµένων A της C και B της
D.

• Κάθε βέλος (A,B)→ (A′, B′) της C×D είναι ένα ζεύγος βελών (f, g) µε f : A→ A′, g :
B → B′.

• Η σύνθεση δύο τέτοιων βελών

(A,B)
f,g−−→ (A′, B′)

f ′,g′−−−→ (A′′, B′′)

ορίζεται µε τη βοήθεια των συνθέσεων εντός των C και D ως (f ′, g′) ◦ (f, g) = (f ′ ◦
f, g′ ◦ g).

Οι συναρτητές C F←− C × D G−→ D λέγονται προβολές του γινοµένου και έχουν την ακό-
λουθη ιδιότητα:

Δοθείσης µιας κατηγορίας E και δύο συναρτητών C R←− E T−→ D, υπάρχει µοναδικός
συναρτητής H : E → C ×D, τέτοιος ώστε το διάγραµµα

E

R
||yy
yy
yy
yy
y

H
���
�
�

T

##F
FF

FF
FF

FF

C C × D
F

oo G // D

να είναι αντιµεταθετικό.

Ορισµός 1.6.2. Μια µονοειδής κατηγορία V = (V0,⊗, I, a, l, r) αποτελείται από µία κατη-
γορία V0, ένα συναρτητή ⊗ : V0 × V0 → V0, ένα αντικείµενο I της V0 και τρεις φυσικούς
µετασχηµατισµούς aXY Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), lX : I ⊗X → X , rX : X ⊗ I → X
που υπόκεινται σε δύο αξιώµατα συνέπειας τέτοια ώστε τα διαγράµµατα

((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z a //

a⊗1
��

(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z) a //W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

(W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z a
//W ⊗ ((X ⊗ Y )⊗ Z)

1⊗a

OO

(X ⊗ I)⊗ Y

r⊗1 ''NN
NNN

NNN
NNN

a // X ⊗ (I ⊗ Y )

1⊗lwwppp
ppp

ppp
pp

X ⊗ Y

να είναι αντιµεταθετικά.
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Ορισµός 1.6.3. Έστω ότι υπάρχει φυσικός µετασχηµατισµός sXY : X⊗Y → Y ⊗X , τέτοιος
ώστε τα διαγράµµατα

X ⊗ Y
sX,Y //

id %%KK
KKK

KKK
KK

Y ⊗X
sY,X

��

Y ⊗ I
sY,I //

≃
""F

FF
FF

FF
FF

I ⊗ Y

≃
||xx
xx
xx
xx
x

X ⊗ Y Y

X ⊗ (Y ⊗ Z) a //

idX⊗sY,Z

��

(X ⊗ Y )⊗ Z
sX⊗Y,Z// Z ⊗ (X ⊗ Y )

a

��
X ⊗ (Z ⊗ Y )

a // (X ⊗ Z)⊗ Y
sX,Z⊗id

// (Z ⊗X)⊗ Y

να είναι αντιµεταθετικά. Τότε η µονοειδής κατηγορία V είναι συµµετρική.

Ορισµός 1.6.4. Μία συµµετρική µονοειδής κλειστή κατηγορία (σµκκ) C είναι µία συµ-
µετρική µονοειδής κατηγορία τέτοια ώστε κάθε αντικείµενο X της C µε − ⊗ X : C → C
έχει δεξί συζυγή X ( −, δηλαδή έναν ισοµορφισµό φυσικό στα Y, Z, ο οποίος ικανοποιεί
την ισοδυναµία C(Z ⊗ X,Y ) ∼= C(Z,X ( Y ). Αυτό είναι το ανάλογο του µονοεδιούς της
καρτεσιανά κλειστής κατηγορίας. Το X ( Y είναι το «γραµµικό εκθετικό» ή ο «χώρος
γραµµικής συνάρτησης». Πιο συγκεκριµένα, υπάρχουν απεικονίσεις εκτίµησης και συνε-
κτίµησης ώστε να ικανοποιούνται οι συζεύξεις

(X ( Y )⊗X → Y και Z → (X ( (Z ⊗X)).

Ακολούθως παραθέτουµε τους ορισµούς του µοναδοειδούς και του συµµοναδοειδούς,
οι οποίοι θα µας χρειαστούν στο τρίτο κεφάλαιο.

Ορισµός 1.6.5. Έναµοναδοειδέςµιας κατηγορίας C είναι µια τριάδα (T, η, µ), όπου T : C →
C συναρτητής και η : Id → T (µονάδα) και µ : T 2 → T (πολλαπλασιασµός) δύο φυσικοί
ισοµορφισµοί τέτοιοι ώστε τα διαγράµµατα

T
Tη //

ηT
��

id

  B
BB

BB
BB

B T 2

µ

��

T 3 µT //

Tµ
��

T 2

µ

��
T 2

µ
// T T 2

µ
// T

να είναι αντιµεταθετικά.

Ορισµός 1.6.6. Ένα συµµοναδοειδές στην κατηγορία D είναι ένα µοναδοειδές στην Dop.
Εποµένως, ένα µοναδοειδές είναι ένας συναρτητήςG : D → D µαζί µε δύο φυσικούς µετα-
σχηµατισµούς ε : G → Id (συµµονάδα) και δ : G → G2 (συµπολλαπλασιασµός), οι οποίοι
ικανοποιούν τα δυϊκά των δύο παραπάνω διαγραµµάτων.
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Κεφάλαιο 2

Κατηγοριακές γραµµατικές

Οι ποσότητες του λόγου και οι σχέσεις µεταξύ τους συχνά δύνανται να εκφρα-
στούν στη θεµελιακή τους φύση µε τη βοήθεια µαθηµατικών τύπων.[...] Η απλή
έκφραση [σ.σ. των γλωσσικών εννοιών] είτε θα είναι αλγεβρική είτε δε θα είναι
τίποτα.[...] Καταλήγουµε σε θεωρήµατα που πρέπει να αποδείξουµε.

Ferdinand de Saussure¹

Η γραµµατική είναι ένας τυπικός µηχανισµός που χαρακτηρίζει µια γλώσσα. Αυτό ση-
µαίνει ότι, δοθείσης µιας σειράς συµβόλων, η γραµµατική αποφασίζει, σε ένα πεπερα-
σµένο αριθµό βηµάτων, αν αυτή η έκφραση ανήκει ή όχι στη γλώσσα [33]. Μία γραµµατική
µπορεί να ιδωθεί ως ένα είδος συστήµατος συµπερασµού, υποκείµενο σε συγκεκριµένους
περιορισµούς.

Οι κατηγοριακές γραµµατικές² είναι τυπικά συστήµατα για την περιγραφή των φυ-
σικών γλωσσών και αποτελούν έναν από τους παλαιότερους φορµαλισµούς λεξικοποιη-
µένων γραµµατικών, όπου όλα τα γραµµατικά συστατικά³ κατηγοριοποιούνται βάσει του
συντακτικού τους τύπου, πληροφορία η οποία δίνεται από το λεξικό της γλώσσας υπό µε-
λέτη. Ο τύπος κάθε γραµµατικού συστατικού αποτελεί είτε ένα όρισµα, δηλαδή µια κατη-
γορία, είτε µια συνάρτηση, δηλαδή ένα συναρτητή, που δέχεται ορίσµατα ενός τύπου και
επιστρέφει ορίσµατα ενός άλλου τύπου. Αυτοί οι τύποι, οι κατηγορίες και οι συναρτητές,
συνδέονται µε προφανή τρόπο µε τους σηµασιολογικούς τύπους της γλωσσικής έκφρασης
αυτής καθ’εαυτήν. Διαφοροποιούνται κυρίως στην πληροφορία που φέρουν σχετικά µε τη
γραµµική διάταξη της εκάστοτε γλώσσας στην οποία αναφέρονται.

Παρατήρηση Το επίθετο κατηγορικόςαναφέρεται συνήθως είτε στις κατηγορίες, τόσο µε
την αριστοτελική έννοια του όρου όσο και µια ευρύτερη έννοια, είτε γενικώς στη Θεωρία
κατηγοριών, όπως παραδείγµατος χάρη στην κατηγορική θεωρία των Τόπων. Αντιθέτως,
ο όρος κατηγοριακός αναφέρεται αποκλειστικά στη σύνδεση της γλωσσολογίας µε τη Θε-
ωρία Κατηγοριών, γέννηµα της οποίας είναι οι κατηγοριακές γραµµατικές.

Εφόσον µιλάµε για γραµµατικές, αυτό που θα επιζητούµε κάθε φορά θα είναι η γραµµατι-
κότητα. Τί είναι όµως η γραµµατικότητα; Όσοι µιλούν µια γλώσσα έχουν µάλλον µια διαί-
σθηση έτσι ώστε να κρίνουν ποιες εκφράσεις είναι σωστές και ποιες όχι. Παραδείγµατος

¹Το απόσπασµα είναι παρµένο από το [43].
²Οι κατηγοριακές γραµµατικές (categorial grammars) δεν πρέπει να συγχέονται µε τις κατηγορικές γραµ-

µατικές (aĴribute gramamars) καθώς οι πρώτες σχετίζονται άµεσα µε τη Θεωρία Κατηγοριών, ενώ οι δεύτερες
αφορούν τις τυπικές γραµµατικές (formal grammars).

³Στη συντακτική ανάλυση, συστατικό ονοµάζεται µία λέξη ή οµάδα λέξεων που λειτουργεί ως µία αυτο-
τελής µονάδα εντός µιας ιεραρχηµένης δοµής.

21



χάρη, η φράση τα φύλλα θροΐζουν θα ήταν αποδεκτή από κάποιον του οποίου τα ελληνικά
είναι η µητρική του γλώσσα, ενώ σίγουρα θα απέρριπτε τις φράσεις φύλλα τα θροΐζουν ή
φύλλα θροΐζουν τα. Η γραµµατικότητα µπορεί να ιδωθεί ως ένας τρόπος περιγραφής των
επιτρεπτών συνδυασµών λέξεων, έτσι ώστε αυτές να σχηµατίσουν ένα συνεκτικό νόηµα.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι αυτή η έννοια της γραµµατικότητας διαφέρει από αυτήν που
προωθείται από τα λεξικά, τα βιβλία εκµάθησης µιας γλώσσας και από τους δασκάλους.
Λόγου χάρη, ένα ευρέως διαδεδοµένο γραµµατικό λάθος που απαντάται συχνά είναι η
προσαύξηση που παίρνουν στην προστακτική αορίστου του β΄ προσώπου ενικού τα σύν-
θετα ρήµατα και λαµβάνουµε τους γλωσσικούς τύπους παρήγγειλε, επέτρεψε, επέλεξε.
Προφανώς, οι τρεις αυτοί τύποι αντιστοιχούν στην οριστική αορίστου του γ΄ προσώπου
ενικού και κάθε δάσκαλος της ελληνικής θα θεωρούσε λάθος τη χρήση αυτή στην προ-
στακτική. Συνεπώς, εµάς µας αφορά η πρώτη θεώρηση της γραµµατικότητας και αυτήν
τη γραµµατικότητα θα επιζητήσουµε από εδώ και πέρα.

Οι γραµµατικότητα δε συνεπάγεται το νόηµα. Υπάρχουν γραµµατικές εκφράσεις που
στερούνται νοήµατος, όπως η πρόταση η θάλασσα ξέρει κολύµπι. Παρόλο που η έκφραση
αυτή είναι εµφανώς µια αερολογία, παραµένει γραµµατική. Οι γραµµατικές εκφράσεις
µιας γλώσσας καλούνται προτάσεις.

Η τσοµσκιανή παράδοση Η διαφορά των κατηγοριακών γραµµατικών από τις γραµ-
µατικές φραστικής δοµής είναι ότι στις τελευταίες, οι λέξεις και οι φράσεις ταξινοµούνται
σύµφωνα µε τις ατοµικές κατηγορίες ή τους τύπους, ενώ οι πρώτες χαρακτηρίζονται από
την ταξινόµηση των λέξεων και των φράσεων σε ατοµικούς και σύνθετους κλασµατικούς
τύπους, οι οποίοι, όµως, αναφέρονται στην πληρότητα ή µη των εκφράσεων που αναπα-
ριστούν. Επίσης, όπως προείπαµε, το λεξικό είναι αυτό που παίζει πρωταρχικό ρόλο στις
κατηγοριακές γραµµατικές, ενώ στις γραµµατικές φραστικής δοµής το βάρος της θεωρίας
µετατοπίζεται στους κανόνες παραγωγής. Τη σχέση των δύο γραµµατικών θα την εξετά-
σουµε διεξοδικότερα παρακάτω.

Ας καταδυθούµε, τώρα, στον κόσµο των κατηγοριακών γραµµατικών ξεκινώντας από
την αρχή: από τη Λβοφ της Πολωνίας και το σπουδαίο µαθηµατικό Καζίµιερτζ Αϊντουκιέ-
βιτς.⁴Ɠ⁵

2.1 Η γραµµατική του Αϊντουκιέβιτς

Αυτό που µας αφορά ως προς το πρόβληµα αυτό [σ.σ. της συντακτικής συνοχής]
είναι να διατυπώσουµε συνθήκες τέτοιες ώστε, όταν ικανοποιούνται, να επιτρέ-
πουν σε µία ρηµατική δοµή αποτελούµενη από απλούς όρους που έχουν νόηµα, να
αποτελέσει µια έκφραση που να έχει µοναδικό νόηµα (ένα νόηµα, όµως, που θα
συντίθεται από τα νοήµατα των διακριτών όρων που θα συναπαρτίζουν την έκ-
φραση). Μία τέτοια διάταξη των εκφράσεων αυτών διαθέτει συντακτική συνοχή.

Kazimierz Ajdukiewicz, Περί της Συντακτικής Συνοχής, 1935

Ο Αϊντουκιέβιτς, στη µνηµειώδη δηµοσίευσή τουΠερί της Συντακτικής Συνοχής,⁶ ορµώµε-
νος από το πεδίο της µαθηµατικής λογικής, διατύπωσε την πρώτη κατηγοριακή γραµµα-
τική. Αφετηρία στάθηκαν οι σηµασιολογικές κατηγορίες του Στάνισλαβ Λεσνιέφσκι,⁷ οι

⁴Λβοφ: Η πόλη Λεόπολις ή Λεοντόπολις. Σήµερα, ανήκει στην Ουκρανία. Γενέτειρα του Αϊντουκιέβιτς.
⁵Ένα συνοπτικό πλην πλήρες χρονικό των κατηγοριακών γραµµατικών έχει συντάξει ο Μόριλ [66].
⁶Πρωτότυπο [15] και µεταφρασµένο στα αγγλικά από τον Γκιτς [16].
⁷Leśniewski [54]. Για µια εκτενή περιγραφή, βλέπε επίσης [25].
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οποίες πρωτοεισήχθησαν από τον Έντµουντ Χούσερλ [45]. Σύµφωνα µε τον τελευταίο, οι
απλοί όροι και οι σύνθετες εκφράσεις µιας γλώσσας µπορούν να διαιρεθούν σε δύο κλά-
σεις, έτσι ώστε, όταν δύο όροι ή εκφράσεις που ανήκουν στην ίδια κλάση αντικαταστήσουν
ο ένας τον άλλο σε κάποιο κείµενο που έχει µοναδικό νόηµα, το νέο κείµενο να µην απο-
τελεί µια διάταξη ασύνδετων λέξεων ή να µην χάνει καθ’ολοκληρία κάποιο µοναδικό του
νόηµα, κυρίως αναφορικά µε τη σύνταξη και όχι τη σηµασιολογία.⁸

Παράδειγµα 2.1.1. Έστω ότι έχουµε την πρόταση το τρένο περνά. Μπορούµε να αντικα-
ταστήσουµε το περνά µε το σταµατά, τρέχει ή ακόµα και µε το σκέπτεται. Έτσι, θα λά-
βουµε µια πρόταση µε ένα µοναδικό νόηµα, αληθή ή ψευδή. Αν όµως αντικαταστήσουµε
το περνά µε τη λέξη αν ή τη λέξη κόκκινο, τότε λαµβάνουµε µια ασύνδετη αλληλουχία
λέξεων.

Ο Χούσερλ αποκάλεσε τις συγκεκριµένες αυτές κλάσεις σηµασιολογικές κατηγορίες.⁹
Ο Αϊντουκιέβιτς διέκρινε δύο τέτοιες κατηγορίες: τις βασικές και τις συναρτητικές. Ου-
σιαστικά, η διάκριση έγινε βάσει τις θεωρίας του Φρέγκε περί συνάρτησης και περί της
πληρότητας ή µη µιας πρότασης [37]. Η έννοια της συνάρτησης, όπως την όρισε ο Φρέγκε,
έχει σηµαίνοντα ρόλο στην τυπική ανάλυση της φυσικής γλώσσας και ειδικά στη θεµελί-
ωση των κατηγοριακών γραµµατικών. Η θεωρία συναρτήσεων του Φρέγκε, η οποία συν-
δέεται στενά µε τις ενοράσεις του Χούσερλ περί νοήµατος και γλώσσας, θα µπορούσε να
συνοψισθεί στις εξής αρχές:

(i) Υπάρχουν µέρη του λόγου που είναι ηµιτελή.

(ii) Αυτά τα µέρη του λόγου αντιστοιχούν σε συναρτήσεις που µπορούν να αναπαραστα-
θούν από κατηγορίες συναρτητών.

(iii) Η γλωσσική συρραφή είναι το αποτέλεσµα του συνδυασµού συναρτητικών κατηγο-
ριών µε τα ορίσµατά τους, ώστε να παραχθούν πλήρεις εκφράσεις.

Ο Αϊντουκιέβιτς, ορµώµενος από τη θεωρία του Λεσνιέφσκι, όρισε δύο βασικές κατηγο-
ρίες: τα ονόµατα και τις προτάσεις, συµβολίζοντας την καθεµία αντίστοιχα ως n (από τη
γερµανική λέξη Name που σηµαίνει όνοµα) και s (από τη λέξη Saĵ που σηµαίνει πρόταση
µε τη µαθηµατική έννοια) και ονοµάζοντάς τες δείκτες.¹⁰ Αυτοί οι δείκτες αντιστοιχούν
στους τύπους της Θεωρίας Τύπων του Ράσελ [77]. Συνεπώς, οποιεσδήποτε δύο προτάσεις
ανήκουν στην ίδια σηµασιολογική κατηγορία. Οι υπόλοιπες κατηγορίες που δεν είναι βα-
σικές, είναι οι συναρτητικές. Είναι αξιοσηµείωτο πως δεν υποχρεούµεθα να περιοριστούµε
στον αριθµό των κατηγοριών, τόσο των βασικών όσο και των συναρτητικών, καθώς αυτές
µπορεί να ποικίλλουν από γλώσσα σε γλώσσα.

Ας εξετάσουµε, όµως, µία απλή πρόταση. Ο Αριστοτέλης, στο έργο τουΠερί Ερµηνείας,
όπου γίνεται για πρώτη φορά λόγος για τη σύνταξη µιας πρότασης, υποστηρίζει πως το
απλούστερο είδος πρότασης είναι αυτή µε δύο λέξεις αποτελούµενη από δύο ετερογενή
µέρη: ένα όνοµα και ένα ρήµα.¹¹

⁸Σηµασιολογία είναι η µελέτη του νοήµατος. Η σηµασιολογία είναι κλάδος της γλωσσολογίας, αλλά και
της επιστήµης των υπολογιστών, καθώς και της ψυχολογίας.

⁹Οι σηµασιολογικές αυτές κατηγορίες αφορούν περισσότερο το συντακτικό παρά το νόηµα, συνεπώς µπο-
ρούν να ερµηνευθούν ως συντακτικές κατηγορίες [27]. Παρόλα αυτά, δεν αναφέρονται αποκλειστικά στο συ-
ντακτικό, αλλά και στη σηµασιολογία, όπως θα δούµε παρακάτω.

¹⁰Από το λατινικό index, το οποίο µεταφράζεται στα ελληνικά ως δείκτης.
¹¹[Ἔ]σται πᾶσα κατάφασις ἢ ἐξ ὀνόµατος καὶ ῥήµατος ἢ ἐξ ἀορίστου ὀνόµατος καὶ ῥήµατος (Αριστοτέλους,

Περί Ερµηνείας, 19b [8]).
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Παράδειγµα 2.1.2. Έστω, λοιπόν, η πρόταση Σωκράτης πέτεται.¹² Η λέξη Σωκράτης ανή-
κει στη βασική κατηγορία n, αυτή των ονοµάτων. Η λέξη πέτεται (από το ρήµα πέτοµαι,
δηλαδή ίπταµαι) ανήκει στη συναρτητική κατηγορία s/n, αφού αποτελεί ηµιτελή έκφραση
και χρειάζεται κάποιο όνοµα, ως υποκείµενο, ώστε να ολοκληρωθεί.

Σωκράτης πέτεται

..s.

n

.

s/n

O συναρτητής s/n δέχθηκε ένα όνοµα κατηγορίας nως όρισµα και επέστρεψε µια έκφραση
κατηγορίας s. Ο τρόπος που δηµιουργήθηκε η κατηγορία s/n ακολουθεί τη θεωρία του
Φρέγκε, καθώς οι συναρτήσεις (εδώ συναρτητές) αυξανόµενου βαθµού λαµβάνονται από
πλήρη αντικείµενα, όπως είναι τα ονόµατα και οι προτάσεις, µε την απαλοιφή κάποιου
πλήρους αντικειµένου που αποτελεί µέρος αυτών. Κατ’αυτόν τον τρόπο πριν, απαλείψαµε
το όνοµα από µια πρόταση έτσι ώστε να λάβουµε τη συναρτητική κατηγορία του αµετά-
βατου ρήµατος.

Ο φορµαλισµός αυτός, λοιπόν, για τις συναρτητικές κατηγορίες, δηλαδή τις ηµιτελείς,
είναι αυτός του κλάσµατος. Στον αριθµητή βρίσκεται η σηµασιολογική κατηγορία που θα
προκύψει, αφού ο συγκεκριµένος τύπος συνδυαστεί µε την κατηγορία που βρίσκεται στον
παρανοµαστή, όπως είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα. Επίσης, ένας συναρτητής µπο-
ρεί να έχει δύο ορίσµατα, δηλαδή να είναι της µορφής s/(nn). Αν θεωρήσουµε τη φράση
πήρα κάποιον τηλέφωνο τότε η λέξη πήρα είναι αυτής της µορφής. Ας δούµε, όµως, ένα πιο
σύνθετο παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.1.3. Χάριν απλότητας, θα θεωρήσουµε ως ενιαίο τύπο τα έναρθρα ουσια-
στικά.¹³

Ο ήλιος κοιµάται πολύ βαριά και τα άστρα φέγγουν

n s/n
s/n
s/n
s/n
s/n

s/n
s/n

s
ss n s/n

Για να αναλύσουµε την παραπάνω πρόταση θα εισαγάγουµε πρώτα κάποιες απαραίτητες
έννοιες.

Σε κάθε σύνθετη έκφραση υπάρχει ο κύριος συναρτητής, ενώ τα υπόλοιπα γραµ-
µατικά συστατικά θεωρούνται ορίσµατά του. Εδώ, αυτός είναι η λέξη και, κατηγορίας
s/ss και χρειάζεται δύο προτάσεις (παρανοµαστής) για να παράξει µία πρόταση (αριθ-
µητής). Αν µια σύνθετη πρόταση µπορεί να αναλυθεί στον κύριο συναρτητή της και στα
ορίσµατά του, τότε λέµε πως είναι καλοσχηµατισµένη. Ο κύριος συναρτητής µιας έκ-
φρασης, µαζί µε τα ορίσµατά του, αποτελούν τα πρωτοτάξια µέλη της έκφρασης. Αν αυτά
είναι απλοί όροι ή σύνθετες εκφράσεις, τότε είναι προφανώς καλοσχηµατισµένες εκφρά-
σεις. Εάν αναλύσουµε αυτά τα µέλη περαιτέρω και συνεχίσουµε τη διαδικασία αυτή, αν

¹²Η συγκεκριµένη πρόταση αποτελεί το θεµελιώδες παράδειγµα στην εργασία του Γκιτς [38]. Η φράση απα-
ντάται στο έργο Πλατωνικά Ζητήµατα του Πλουτάρχου [7], όπου σχολιάζεται η έννοια της πρότασης βάσει
του έργου των παλαιῶν, δηλαδή του Αριστοτέλη.

¹³Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε πως αν τα ονόµατα ανήκουν στην κατηγορία n, τότε τα άρθρα ανή-
κουν στην κατηγορία n/n. Συνεπώς, ο συνδυασµός τους επιστρέφει n. Βέβαια, και πάλι, οφείλουµε να µετέλ-
θουµε µια πιο εκλεπτυσµένη µέθοδο ανάθεσης κατηγοριών σε λέξεις, κάτι το οποίο θα επιχειρήσουµε στα
επόµενα κεφάλαια.
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καταλήξουµε σε κάποιου βαθµού καλοσχηµατισµένη έκφραση, τότε λέµε πως η έκφραση
είναι καθ’ολοκληρίαν καλοσχηµατισµένη. Για να αναλύσουµε µια έκφραση θα πρέπει
να συντάξουµε την ορθή σειρά των δεικτών της. Στη συνέχεια, µε συνεχείς παραγωγές
(Ableitung) θα φτάσουµε στον εκθέτη της. Για το σύνθετο παράδειγµά µας έχουµε λοιπόν:

s
ss

s/n
s/n
s/n
s/n

s/n
s/n s/n n s/n n ορθή σειρά των δεικτών

s
ss

s/n
s/n s/n n s/n n α΄ παραγωγή

s
ss s/n n s/n n β΄ παραγωγή
s
ss s s/n n γ΄ παραγωγή
s
ss s s δ΄ παραγωγή
s τελική παραγωγή ή εκθέτης

Οπότε, ο ορισµός της συντακτικής συνοχής προκύπτει ως εξής:

Ορισµός 2.1.4. Μια έκφραση έχει συντακτική συνοχή εάν

1. είναι καθ’ολοκληρίαν καλοσχηµατισµένη

2. κάθε κύριος συναρτητής αυτής, οποιασδήποτε τάξης, έχει συσχετιστεί µε τόσα ορί-
σµατα όσα επιβάλλει ο παρανοµαστής του

3. έχει εκθέτη έναν απλό δείκτη.

Άρα, η σύνθετη έκφραση του παραδείγµατος 2.1.3 έχει συντακτική συνοχή.

Είµαστε σε θέση, πλέον, να ορίσουµε την κατηγοριακή γραµµατική. Ο συγκεκριµένος
ορισµός δίνεται µόνο για να έχουµε µία εικόνα του τι πραγµατευόµαστε και για να απο-
σαφηνίσουµε τον όρο.

Ορισµός 2.1.5. Μία κατηγοριακή γραµµατική µιας γλώσσας L αποτελείται από πέντε
στοιχεία:

1. Ένα λεξιλόγιο V , το οποίο περιέχει όλες τις λέξεις της γλώσσας L.

2. Ένα σύνολο βασικών ή ατοµικών κατηγοριών Cb, όπου εµφανίζεται το ειδικό στοι-
χείο s (για την πρόταση).

3. ΚανόνεςσχηµατισµούκατηγοριώνRt, οι οποίοι καθορίζουν τον τρόποµε τον οποίο
σύνθετες, δηλαδή συναρτητικές, κατηγορίες παράγονται από βασικές.

4. Μία λεξικολογική συνάρτηση F , η οποία αντιστοιχίζει µία ή περισσότερες κατηγο-
ρίες σε κάθε λέξη του λεξιλογίου.

5. Ένα συντακτικό Z, αποτελούµενο από κανόνες που καταδεικνύουν τον τρόπο µε
τον οποίο µια ακολουθία εκφράσεων αναγνωρίζεται ως σύνθετη καλοσχηµατισµένη
έκφραση και τι κατηγορίας είναι η τελευταία.

Αργότερα, θα δούµε πώς αυτός ο ορισµός θα αποκτήσει περαιτέρω χαρακτηριστικά που
θα τον µετουσιώσουν τόσο τυπικά όσο και ουσιαστικά.

Παρατήρηση Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της γραµµατικής του Αϊντουκιέβιτς που συ-
νεχίζει να υπάρχει και στις µεταγενέστερες γραµµατικές είναι ότι σε µία λέξη µπορούν
να αποδοθούν πολλοί τύποι. Παραδείγµατος χάρη, η λέξη και µπορεί να είναι είτε τύπου
s/ss, όπως είδαµε πρωτύτερα, είτε n/nn, αν θεωρήσουµε την πρόταση
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Ο Γιάννης και ο Χρήστος παίζουν σκάκι.
n n

nn n s
nn n

Αυτό το πρόβληµα λύνεται είτε εποπτικά, αν η συντακτική ανάλυση έχει ανατεθεί σε κά-
ποιον άνθρωπο, είτε πιθανοκρατικά αν µεσολαβεί κάποιος υπολογιστής.¹⁴

2.2 Η γραµµατική ΑΒ

Η ειδοποιός διαφορά µεταξύ αυτής της µεθόδου [σ.σ. των κατηγοριακών γραµ-
µατικών] και αυτών που δεσπόζουν σήµερα έγκειται στο γεγονός ότι το µόνο που
απαιτείται, εκτός του πίνακα όπου κάθε γλωσσικό στοιχείο (συνήθως κάθε λέξη)
απεικονίζεται σε µία ή περισσότερες κατηγορίες, είναι ένας απλός κανόνας οιο-
νεί αριθµητικού χαρακτήρα, ο οποίος µας επιτρέπει να «υπολογίσουµε» το συντα-
κτικό χαρακτήρα οποιασδήποτε γλωσσικής διαδοχής στοιχείων (ακολουθία ενός
ή περισσότερων στοιχείων) εντός των συµφραζοµένων αυτής.

Y. Bar-Hillel, Ένας οιονεί αριθµητικός συµβολισµός για την περιγραφή του
συντακτικού, 1953

Ένα από τα κυριότερα ζητήµατα που προκάλεσε την ανάγκη αναθεώρησης της γραµµα-
τικής του Αϊντουκιέβιτς ήταν η γραµµατικότητα και η αδυναµία διαχωρισµού των γραµ-
µατικών εκφράσεων από τις µη γραµµατικές. Παραδείγµατος χάρη, ενώ σε µια έκφραση
όπως το πλοίο πλέει θα αποδιδόταν ο τύπος s, ο ίδιος θα αποδιδόταν και στην έκφραση
πλοίο το πλέει, η οποία προφανώς δεν έχει συντακτική συνοχή.

Ο Μπαρ-Χιλλέλ [19] διατυπώνοντας µια νέα θεωρία, αργότερα γνωστή ως γραµµα-
τική Αϊντουκιέβιτς-Μπαρ-Χιλλέλ ή, απλούστερα, γραµµατική ΑΒ, προσπάθησε να δώσει
λύση στο πρόβληµα αυτό. Έτσι, εισήγαγε την έννοια της κατεύθυνσης. Σύµφωνα µε τη
νέα γραµµατική, υπάρχει διαφορά µεταξύ µιας λέξης ή φράσης που ανήκει σε µια συναρ-
τητική κατηγορία και πρέπει να δεχθεί ένα όρισµα από τα δεξιά και µιας άλλης λέξης ή
φράσης που ανήκει πάλι σε µια συναρτητική κατηγορία και πρέπει να δεχθεί ένα όρισµα
από τα αριστερά.

Οπότε, στο παράδειγµά µας, η λέξη το ανήκει στην κατηγορία n/n, αφού δέχεται ένα
όρισµα από τα δεξιά, η λέξη πλοίο στην n, ως όνοµα, και η λέξη πλέει στην n\s, αφού
χρειάζεται ένα όρισµα από τα αριστερά.¹⁵

Παράδειγµα 2.2.1. Ας δούµε όµως ένα πιο σύνθετο παράδειγµα για να καταλάβουµε τη
σηµασία της παραπάνω καινοτοµίας: έστω η πρόταση ο Γιάννης πιστεύει ότι η Μαρία είναι
όµορφη. Βρίσκουµε σε ποια κατηγορία ανήκει κάθε λέξη

Ο Γιάννης πιστεύει ότι η Μαρία είναι όµορφη
n (n\s)/n n/s n (n\s)/n n

και προχωράµε στη συντακτική ανάλυση της πρότασης:

¹⁴Μια αναλυτική έρευνα για το πώς θα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί αυτή η πιθανοκρατική συντακτική
ανάλυση βρίσκεται στο [88]. Στο τέταρτο κεφάλαιο θα αναλυθεί εκτενέστερα το θέµα αυτό.

¹⁵Ο Μπαρ-Χιλλέλ χρησιµοποίησε ένα συµβολισµό που δεν ακολουθείται πια: n/[n] για τις κατηγορίες που
δέχονται όρισµα από τα δεξιά και n/(n) για αυτές που δέχονται όρισµα από τα αριστερά. Παρόλο που ο συµ-
βολισµός αυτός εξέλειψε, η συγκεκριµένη διάκριση απέβη καθοριστική για την εξέλιξη των κατηγοριακών
γραµµατικών.
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n (n\s)/n n/s n (n\s)/n n
n (n\s)/n n/s n (n\s) α΄ παραγωγή
n (n\s)/n n/s s β΄ παραγωγή
n (n\s)/n n γ΄ παραγωγή
n (n\s) δ΄ παραγωγή
s εκθέτης

Αυτή η καινοτοµία είχε µία άλλη σηµαντική απότοκο. Έπαψε να υπάρχει η ανάγκη
αναδιάταξης των στοιχείων µιας έκφρασης ώστε να σχηµατιστεί η ορθή σειρά των δει-
κτών, δηλαδή η συντακτική ανάλυση θα ξεκινούσε µε την παρουσίαση του κειµένου, µετά
την ολοκλήρωση της αντιστοίχισης των λέξεων σε κατηγορίες. Αυτό το γεγονός ενέτεινε
ακόµα περισσότερο το λεξικισµό¹⁶ στον τοµέα των κατηγοριακών γραµµατικών.

Η ορολογία του Μπαρ-Χιλλέλ, λόγω των τσοµσκιανών καταβολών του, ήταν εντελώς
διαφορετική από αυτή του Αϊντουκιέβιτς και µπορεί να θεωρηθεί ακόµα και παραπλανη-
τική, αφού αντί του συναρτητή, ο πρώτος χρησιµοποίησε τον όρο τελεστής και αντί της
παραγωγής τη λέξη παράγωγος, η οποία βέβαια αφορά την έννοια του λογισµού, έννοια
που εισήγαγε εκείνος για πρώτη φορά. Με την έννοια του λογισµού έδωσε το έναυσµα για
µια πιο εφαρµοσµένη, κατά κάποιον τρόπο, νοοτροπία που αφορά όχι τόσο το τι σηµαί-
νουν οι κατηγοριακές γραµµατικές, αλλά το τι µπορούµε να κάνουµε µε αυτές.

Οπότε, τώρα, αν θέλουµε να ορίσουµε τη γραµµατική ΑΒ θα προχωρήσουµε ως εξής,
ακολουθώντας τον ορισµό 2.1.5.

Ορισµός 2.2.2. Η γραµµατική ΑΒ είναι µια πεντάδα ⟨V,Cb, Rt, F, ZAB⟩, όπου V,Cb είναι
ίδια µε αυτά της γραµµατικής του Αϊντουκιέβιτς, ενώ για τα τρία τελευταία έχουµε ότι:

Rt

R1: Αν a, b κατηγορίες, τότε a\b κατηγορία.
R2: Αν a, b κατηγορίες, τότε a/b κατηγορία.

ZAB

1: a, a\b b
2: b/a, a b

Προφανώς, η συνάρτηση F της γραµµατικής ΑΒ είναι διαφορετική από αυτήν του Αϊντου-
κιέβιτς, αφού έχουµε δύο τρόπους σχηµατισµού νέων κατηγοριών.

Με τη προσπάθεια αυτή του Μπαρ-Χιλλέλ, οι κατηγοριακές γραµµατικές απέκτησαν
νέο ενδιαφέρον, διότι διατυπώθηκε ένας καλύτερος τρόπος υπολογισµού της συντακτικής
συνοχής µιας πρότασης. Οι γραµµατικές ΑΒ είναι πια γνωστές ως βασικές ή κλασικές ή
καθαρές κατηγοριακές γραµµατικές και θεωρούνται οι απλούστερες στη βιβλιογραφία.

2.3 Έννοιες της λογικής

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζονται µερικές έννοιες της µαθηµατικής λογικής. Για
λόγους που θα φανούν παρακάτω, θα αναφερόµαστε στη διασθητική (ιντουϊσιονιστική)
λογική, η οποία διαφοροποιείται από την κλασική λογική σε µερικά βασικά σηµεία.

¹⁶Κύρια ιδέα του λεξικισµού είναι ότι όλη η πληροφορία που αφορά τη σύνταξη περιέχεται στο λεξικό της
υπό µελέτη γλώσσας.
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Διαισθητικήλογική Η διαισθητική λογική, γνωστή και ως κατασκευαστική λογική, δια-
φέρει θεµελιωδώς από την κλασική. Η έννοια γύρω από την οποία περιστρέφεται δεν είναι
η αλήθεια, όπως στην κλασική λογική, αλλά η απόδειξη, γι’αυτό και λέγεται κατασκευα-
στική. Αντιθέτως, η κλασική λογική δεν κατασκευάζει, αλλά ανακαλύπτει µία προϋπάρ-
χουσα αλήθεια. Ας δούµε, συνοπτικά, τις διαφορές των δύο λογικών.

• Η κλασική λογική βασίζεται στην έννοια της αλήθειας.

– Η αλήθεια µιας πρότασης είναι απόλυτη: οι προτάσεις είναι είτε αληθείς είτε
ψευδείς.

– Η έννοια ψευδής ταυτίζεται µε αυτήν της µη αληθούς.
– Η πρόταση ϕ ∨ ¬ϕ πρέπει να ισχύει ανεξαρτήτως του νοήµατος της ϕ.
– Η πληροφορία την οποία ενέχει η ϕ ∨ ¬ϕ είναι αρκετά περιορισµένη.
– Οι αποδείξεις, όπου χρησιµοποιείται η αρχή του αποκλειόµενου τρίτου, ϕ ∨ ¬ϕ

ή ο νόµος διπλής άρνησης, δεν είναι κατασκευαστικές.

• Η διαισθητική λογική βασίζεται στην έννοια της απόδειξης. Επίσης, αντικαθίστα-
ται το αξιωµατικό σχήµα ¬¬F ⊢ F µε το ¬F ⊢ (F ⊢ G).

– Απορρίπτει την ηγετική αρχή της «απόλυτης» αλήθειας.
– Η ϕ είναι «αληθής» αν µπορούµε να την αποδείξουµε.
– Η ϕ είναι «ψευδής» αν µπορούµε να δείξουµε ότι δοθείσης µιας απόδειξης της ϕ

καταλήγουµε σε άτοπο.
– Για να δείξουµε ότι ϕ∨¬ϕπρέπει να δείξουµε είτε ότι ϕ είτε ότι¬ϕ. Αν τίποτα από

τα δύο δεν µπορεί να αποδειχθεί, τότε η υποτιθέµενη αλήθεια της διάζευξης δεν
αιτιολογείται καθόλου.

– Στο συµπέρασµα, δηλαδή µετά την µπάρα¹⁷ (⊢), µπορεί να υπάρχει µόνο µία
φόρµουλα.

Υπάρχουν τρεις τρόποι σχηµατισµού αποδεικτικών θεωριών για τη λογική: το αξιωµα-
τικό σύστηµα, ο φυσικός συµπερασµός και ο ακολουθητικός λογισµός. Εδώ, θα εστιάσουµε
στους δύο τελευταίους.

Σηµείωση Πριν προχωρήσουµε, οφείλουµε να σηµειώσουµε ότι, προς αποφυγή συγχύ-
σεων, για την απόδοση του αγγλικού όρου formula θα χρησιµοποιούµε την απλή µετα-
γραφή φόρµουλα. Η λέξη τύπος, η οποία χρησιµοποιείται σε πολλά ελληνικά εγχειρίδια
λογικής για την απόδοση της συγκεκριµένης λέξης, αν και ακριβής, είναι ήδη δεσµευµένη
από τις κατηγοριακές γραµµατικές στην παρούσα εργασία. Συνεπώς, ο λόγος υιοθέτησης
αυτής της απόδοσης είναι καθαρά πρακτικός.

2.3.1 Φυσικός συµπερασµός

Ο φυσικός συµπερασµός εφευρέθηκε από τον Γκέντζεν [39] και µελετήθηκε περαιτέρω
από τον Prawiĵ [71]. Σε αντίθεση µε το αξιωµατικό σύστηµα, το οποίο χαρακτηρίζεται από
λίγους συµπερασµατικούς κανόνες και πολλά αξιώµατα, το σύστηµα αυτό του Γκέντζεν
έχει µόνο ένα αξίωµα και πολλούς συµπερασµατικούς κανόνες.

¹⁷Υιοθετούµε τη λέξη µπάρα από την αγγλική βιβλιογραφία. Το σύµβολο ⊢ ερµηνεύεται ως «συνεπάγεται
ότι» ή «συµπεραίνουµε ότι» και αφορά τη λογική διαδικασία της µετάβασης από κάποια προκείµενη σε κάποιο
συµπέρασµα.

28



Η βασική ιδέα του φυσικού συµπερασµού είναι µια ασυµµετρία: µία απόδειξη είναι µία
αδρά δενδροειδής δοµή µε µία ή περισσότερες υποθέσεις (ενδέχεται και καµία), αλλά µε
µόνο ένα συµπέρασµα. Ο φυσικός συµπερασµός δηµιουργήθηκε αρχικά για να αντικα-
τοπτρίσει την τυπική πρακτική της διεκπεραίωσης λογικών αποδείξεων. Χαρακτηρίζεται
από δύο συλλογιστικούς κανόνες για τους λογικούς συνδέσµους: έναν κανόνα εισαγω-
γής που υποδεικνύει πώς εισάγεται ένας σύνδεσµος σε µία παραγωγή και έναν κανόνα
απαλοιφής που υποδεικνύει πώς αφαιρείται ένας σύνδεσµος από µια παραγωγή. Αυτοί
οι κανόνες συµβάλλουν σε µία διαισθητική κατανόηση του νοήµατος και της χρήσης των
συνδέσµων που ορίζουν.

Η απλούστερη µορφή µιας απόδειξης στο πλαίσιο του φυσικού συµπερασµού περιλαµ-
βάνει τις υποθέσεις ή προκείµενες, το συµπέρασµα και µία οριζόντια γραµµή που χωρίζει
αυτά τα δύο, ο λεγόµενος modus ponens.¹⁸

Στον πίνακα 2.1 βλέπουµε το αποδεικτικό σύστηµα του φυσικού συµπερασµού για τη
διαισθητική προτασιακή λογική. Οι σύνδεσµοι είναι η γραµµική συνεπαγωγή →, η σύ-
ζευξη ∧ και η διάζευξη ∨. Το σύµβολο⊥ συµβολίζει το ψεύδος και αφορά την άρνηση µιας
πρότασης A, δηλαδή

¬A ≡ A→ ⊥

Η σταθερά ⊥ είναι η µονάδα της διάζευξης. Δηλαδή

A ∨ ⊥ ≡ A

Υπάρχει επίσης άλλη µια µονάδα, η ⊤ για τη σύζευξη. Δηλαδή

A ∧ ⊤ ≡ A

Αυτές τις µονάδες µπορούµε να τις σκεφτούµε ως το 0 και το 1 της αριθµητικής, όπου
n+ 0 = n και n× 1 = n.

Εισαγωγή Απαλοιφή
[A]i

...
B →I,i

A→ B

A A→ B →ε
B

A B ∧I
A ∧B

A ∧B ∧ε
A

A ∧B ∧ε
B

A ∨I
A ∨B

A ∨I
B ∨A

A ∨B

[A]i

...
C

[B]j

...
C ∨εi,j

C
[A]i

...
⊥ ¬I,i¬A

⊥ ⊥εA
A ¬A ¬ε⊥

Πίνακας 2.1: Παρουσίαση κατά Prawiĵ: Ο φυσικός συµπερασµός για τη διαισθητική προ-
τασιακή λογική

Οι τελείες πουχρησιµοποιούνται υποδηλώνουν τα ενδιάµεσα στάδια προτούφτάσουµε
από το A στο B. Οι υποθέσεις εντός αγκυλών είναι αυτές που έχουν χρησιµοποιηθεί για

¹⁸Η φράση είναι λατινική και µεταφράζεται ως η µέθοδος που βεβαιώνει.
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να παράξουν κάποιο συµπέρασµα και ο εκθέτης τους δείχνει σε ποιο στάδιο της απόδειξης
συνέβη αυτό. Μετά το συγκεκριµένο στάδιο, η εκάστοτε υπόθεση δεν είναι διαθέσιµη.

Τέλος, η τελευταία σχέση του αποδεικτικού συστήµατος, προκύπτει από την αντικατά-
σταση του αξιώµατος του αποκλειόµενου τρίτου στην κλασική λογική, κάτι που δεν ισχύει
στη διαισθητική λογική.

Πριν περάσουµε στον ακολουθητικό λογισµό, παρατηρούµε πως αν θεωρήσουµε ότι οι
παραγωγές του φυσικού συµπερασµού είναι δέντρα της µορφής

A1 ... An
...
B

τότε αυτά είναι δυνατόν να συντοµευθούν ως

A1, ..., An ⊢ B

ή, γενικότερα, ως
Γ ⊢ B

όπου Γ σύνολο υποθέσεων-προκειµένων.

2.3.2 Ακολουθητικός λογισµός

Ο ακολουθητικός λογισµός είναι ένα αποδεικτικό σύστηµα, το οποίο διατυπώθηκε, και
αυτό, από τον Γκέντζεν [39]. Διαβαθµίζεται σε τρία επίπεδα: σε αυτό των φορµουλών,
των ακολουθητών και των αποδείξεων. Οι φόρµουλες σχηµατίζονται από τα προτασιακά
σύµβολα, τα οποία συµβολίζονται µε µικρά γράµµατα α, β, γ, ... και µε τη βοήθεια των
συνδέσµων της λογικής ∧,∨. Η ισότητα µεταξύ δύο φορµουλών αναφέρεται στην ισότητα
µεταξύ ακολουθιών συµβόλων. Παραδείγµατος χάρη, θεωρούνται διαφορετικές οι φόρ-
µουλες (a ∨ b) ∨ c και a ∨ (b ∨ c), ακόµα κι αν επιτρέπουµε την προσεταιριστικότητα του
∨.

Η τυπογραφική σύµβαση για το σύστηµα αυτό είναι η εξής: χρησιµοποιούµε κεφα-
λαία λατινικά γράµµατα,A,B,C, ..., για τις φόρµουλες και κεφαλαία ελληνικά γράµµατα,
Γ,∆,Θ, ..., για τις πεπερασµένες ακολουθίες φορµουλών, πιθανώς κενών.

Ορισµός 2.3.1. Έστω Γ,∆ πεπερασµένες ακολουθίες φορµουλών µε Γ = A1, ..., Ai και ∆ =
B1, ..., Bj µε i ≤ j <∞. Ένας ακολουθητής¹⁹ είναι µία έκφραση της µορφής

Γ ⊢ ∆

όπου
A1, ..., Ai ⊢ B1, ..., Bj

σηµατοδοτεί ότι: αν ισχύει η σύζευξη A1, ..., Ai, τότε ισχύει η διάζευξη B1, ..., Bj . Αυτό ση-
µαίνει ότι τα κόµµατα έχουν διαφορετική σηµασία ανάλογα µε τη µεριά στην οποία βρί-
σκονται. Αριστερά έχουµε συζεύξεις, δεξιά έχουµε διαζεύξεις. Με άλλα λόγια, ένας ακο-
λουθητής Γ ⊢ ∆ σηµαίνει ότι αν κάθε στοιχείο του Γ ισχύει, τότε ισχύει τουλάχιστον ένα

¹⁹Αποδίδουµε τη λέξη sequent, η οποία προέρχεται από τη γερµανική Sequenz πρωτοδιατυπωµένη από τον
Γκέντζεν, ως ακολουθητής. Αποφεύγουµε τη λέξη ακολουθητικό, καθαρά για πρακτικούς λόγους, αφού η
τελευταία αποτελεί (ουσιαστικοποιηµένο) επίθετο της ελληνικής και, έτσι, χάνεται η διάκριση µεταξύ των
δύο µερών του λόγου, διάκριση την οποία θέλουµε να διατηρήσουµε για λόγους σαφήνειας των προσεχών
διατυπώσεων.
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από τα στοιχεία του ∆. Ενίοτε, για λόγους που αφορούν την περιγραφόµενη λογική, τα
Γ,∆ συµβολίζουν πολυσύνολα²⁰ φορµουλών.

Όπως και στο φυσικό συµπερασµό, οι ακολουθητικοί κανόνες για τους συνδέσµους εµ-
φανίζονται ως ζεύγη. Εδώ, όµως, τα ζεύγη εισάγουν τους συνδέσµους είτε στην αριστερή
είτε στη δεξιά µεριά της µπάρας. Επίσης, ένας βασικός περιορισµός του ακολουθητικού
λογισµού για τη διαισθητική προτασιακή λογική είναι ότι αν Γ ⊢ ∆ ακολουθητής, τότε
υποχρεωτικά η ακολουθία ∆ αποτελείται από το πολύ µία φόρµουλα.

Αποδείξεις Οι αποδείξεις κυβερνώνται από ένα λογισµό, στην περίπτωσή µας τον ακο-
λουθητικό, ο οποίος τις ορίζει επαγωγικά. Αυτές είναι δένδρα ακολουθητών, των οποίων
τα φύλλα είναι είτε συγκεκριµένοι ακολουθητές ονοµαζόµενοι υποθέσεις είτε αξιώµατα
και τα κλαδιά αντιστοιχούν στην εφαρµογή των κανόνων.

• Οι κανόνες (συνήθως µονοµελείς ή διµελείς) απεικονίζονται ως εξής:

(προκείµενη:) Γ ⊢ Γ′
όνοµα κανόνα

(συµπέρασµα:) Θ ⊢ Θ′

(προκείµενες:) Γ ⊢ Γ′ ∆ ⊢ ∆′
όνοµα κανόνα

(συµπέρασµα:) Θ ⊢ Θ′

• Τα αξιώµατα συµβολίζονται ως εξής:

όνοµα αξιώµατος
Γ ⊢ Γ′

• Οι υποθέσεις είναι απλώς συγκεκριµένοι ακολουθητές.

• Η ρίζα του δένδρου λέγεται ακολουθητής συµπεράσµατος.

... όνοµα του τελικώς χρησιµοποιηµένου κανόνα
Γ ⊢ Γ′

Μία απόδειξη γίνεται κατανοητή µε τον ακόλουθο τρόπο: από ακολουθητές υποθέσεων
καταλήγουµε στον ακολουθητή συµπεράσµατος. Εάν υπάρχει µία απόδειξη άνευ υπόθεσης
για έναν ακολουθητή, έστω s εντός ενός λογισµού SC, τότε λέµε πως ο ακολουθητής είναι
αποδείξιµος και ισχύει s ∈ SC. Ειδικότερα, µία ταυτολογία είναι µία φόρµουλα F τέτοια
ώστε (⊢ F ) ∈ SC.

Παρακάτω (πίνακας 2.2), βλέπουµε τον ακολουθητικό λογισµό για τη διαισθητική προ-
τασιακή λογική.

Οι δοµικοί κανόνες είναι αυτοί της εξασθένισης, της συστολής και της ανταλλαγής.²¹
Ο κανόνας της ανταλλαγής δεν είναι απαραίτητος, αν θεωρήσουµε τα Γ,∆ πολυσύνολα.
Ας δούµε, όµως, αναλυτικά τους συνδέσµους και το νόηµά τους.

²⁰Η έννοια του πολυσυνόλου αποτελεί γενίκευση αυτής του συνόλου και πρόκειται για σύνολο του οποίου
τα στοιχεία επιτρέπεται να εµφανίζονται περισσότερες από µία φορές.

²¹Weakening - Contraction - Exchange
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Αξίωµα και τοµή

αξίωµα
A ⊢ A

Γ ⊢ A A,∆ ⊢ B τοµή
Γ,∆ ⊢ B

Λογικοί κανόνες
Γ, A ⊢ C ∧L1Γ, A ∧B ⊢ C

Γ, B ⊢ C ∧L2Γ, A ∧B ⊢ C
Γ ⊢ A Γ′ ⊢ B ∧R
Γ,Γ′ ⊢ A ∧B

Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C ∨L
Γ, A ∨B ⊢ C

Γ ⊢ A ∨R1Γ ⊢ A ∨B
Γ ⊢ B ∨R2Γ ⊢ A ∨B

Γ ⊢ A B,Γ′ ⊢ C →L
Γ,Γ′, A→ B ⊢ C

Γ, A ⊢ B →R
Γ ⊢ A→ B

Γ ⊢ A ¬L
Γ,¬A ⊢

Γ, A ⊢ ¬R
Γ ⊢ ¬A

Δοµικοί κανόνες
Γ ⊢ C

W
Γ, A ⊢ C

Γ, A,A ⊢ C
C

Γ, A ⊢ C
Γ, A,B,Γ′ ⊢ C

E
Γ, B,A,Γ′ ⊢ C

Πίνακας 2.2: Ο ακολουθητικός λογισµός για τη διαισθητική προτασιακή λογική

Σύζευξη Ο αριστερός κανόνας της σύζευξης αποτελεί κατάλοιπο του κανόνα απαλοι-
φής

Γ, A ⊢ ∆ ∧L
Γ, A ∧B ⊢ ∆

που σηµαίνει ότι αν Γ και A αποδεικνύουν το ∆ τότε Γ και A ∧ B θα αποδεικνύουν το ∆:
απλώς απαλείφουµε τη σύζευξη του B. Ο δεξιός κανόνας είναι ένα περαιτέρω κατάλοιπο
µιας εισαγωγής:

Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B ∧R
Γ ⊢ ∆, A ∧B

Αν το Γ αποδεικνύει το ∆ ή το A και αποδεικνύει επίσης το ∆ ή το B, τότε µπορούµε να
συνδυάσουµε τα A,B για να συµπεράνουµε ότι το Γ αποδεικνύει το ∆ ή το A ∧B.

Διάζευξη Ο αριστερός κανόνας της διάζευξης είναι ανάλογος του κανόνα ∨ε

Γ, A ⊢ ∆ Γ, A ⊢ ∆ ∨L
Γ, A ∨B ⊢ ∆

Αν Γ και A αποδεικνύουν το ∆ και Γ και B αποδεικνύουν επίσης το ∆, τότε Γ και A ∨ B
θα αποδεικνύουν το ∆, όποιο µέλος της διάζευξης κι αν λάβουµε, είτε το A είτε το B, θα
µπορούµε σε κάθε περίπτωση να συνάγουµε ότι ∆.

Συνεπαγωγή Ο αριστερός κανόνας ουσιαστικά συλλαµβάνει την ουσία τουmodus ponens

Γ ⊢ ∆, A Γ, B ⊢ ∆ →L
Γ, A→ B ⊢ ∆
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Έστω ότι Γ ⊢ ∆, A, το οποίο σηµαίνει ότι το Γ είτε αποδεικνύει το ∆ είτε αποδεικνύει το A.
Αν συµβαίνει το πρώτο, τότε µε εξασθένιση θα έχουµε ότι το Γ και το A→ B αποδεικνύει
το ∆. Έστω τώρα ότι το Γ δεν αποδεικνύει το ∆, αλλά µόνο τοA. Ο δεύτερος ακολουθητής,
Γ, B ⊢ ∆, λέει πως ακόµα κι αν το Γ δεν αποδεικνύει το ∆, το Γ µαζί µε το B θα το αποδεί-
ξουν. Γνωρίζουµε επίσης ότι το Γ αποδεικνύει το A. Συνεπώς, αν προσθέσουµε το A → B
στο Γ, τότε θα µπορούµε να δείξουµε ότι B, το οποίο µας επιτρέπει να δείξουµε το ∆.

Τοµή Ο κανόνας της τοµής είναι απαλείψιµος σε όλους τους καλώς συµπεριφερόµενους
ακολουθητικούς λογισµούς (δηλαδή αυτούς που ικανοποιούν το θεώρηµα απαλοιφής της
τοµής):

Γ ⊢ ∆, A Γ′, A ⊢ ∆′
τοµή

Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′

Η τοµή µας δίνει έναν τρόπο να τέµνουµε ή να συγκολλούµε ξεχωριστές υπο-παραγωγές.
Έστω, λοιπόν, ότι Γ ⊢ ∆. Τότε, µε εξασθένιση τόσο αριστερά όσο και δεξιά, λαµβάνουµε
Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′. Έστω, τώρα, ότι Γ ⊢ A. Τότε δεδοµένου ότι Γ′, A ⊢ ∆′, µπορούµε να αντικα-
ταστήσουµε το A και να βάλουµε το Γ, έτσι ώστε Γ′,Γ ⊢ ∆′. Αυτό µπορεί να εξασθενήσει
για να δώσει Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′. Στα συστήµατα όπου ικανοποιείται η απαλοιφή της τοµής, οι
αποδείξεις, στις οποίες χρησιµοποιείται η τοµή, µπορούν να αντικατασταθούν από συντο-
µότερες χωρίς τη χρήση αυτής.

Είδαµε, λοιπόν, τις βασικές έννοιες της θεωρίας αποδείξεων, οι οποίες θα µας χρησι-
µεύσουν στα επόµενα κεφάλαια. Η κατανόησή τους κρίνεται σηµαντική, καθώς τόσο ο
φορµαλισµός των κατηγοριακών γραµµατικών όσο και η ίδια η ουσία του βασίζεται κατά
πολύ σε αυτές. Αυτά, όµως, θα φανούν διαυγέστερα σε ό,τι ακολουθεί.

2.4 Λογισµός Λάµπεκ

Η εργασία του Λάµπεκ, Τα µαθηµατικά της προτασιακής δοµής [51], αποτελεί το ση-
µείο καµπής των κατηγοριακών γραµµατικών, καθώς για πρώτη φορά διατυπώθηκε ένα
ολοκληρωµένο τυπικό σύστηµα λογικής για το σκοπό της συντακτικής ανάλυσης µιας φυ-
σικής γλώσσας. Ο ίδιος ο Λάµπεκ το αποκάλεσε συντακτικό λογισµό, αλλά σήµερα είναι
ευρέως γνωστός ως Λογισµός Λάµπεκ προς τιµή του και συµβολίζεται ως L.²²

Βασική του ιδέα ήταν η αξιωµατικοποίηση της γραµµατικής ΑΒ, µε την προσθήκη κά-
ποιων επιπλέον κανόνων, στο πλαίσιο της διαισθητικής λογικής του Γκέντζεν. Επίσης,
έγινε αποκλειστική αναφορά σε συντακτικούς τύπους, οι οποίοι αντιστοιχούν σε γενι-
κές γραµµές στα µέρη του λόγου, και κάθε άλλη ορολογία απαλείφθηκε. Στα χνάρια των
γραµµατικών ΑΒ, ορίστηκαν δύο πρωτογενείς τύποι: αυτός των ονοµάτων, n, και αυτός
των προτάσεων, s. Βέβαια, τονίζεται ότι τόσο οι πρωτογενείς όσο και οι υπόλοιποι συντα-
κτικοί τύποι ορίζονται κατά βούληση και µπορεί να είναι άπειροι τον αριθµό, αναλόγως
τη γλώσσα που θέλουµε να περιγράψουµε.

Πλέον, έχουµε να κάνουµε µε ένα λογικό σύστηµα. Σε αυτό το σύστηµα, η συντακτική
ανάλυση µιας πρότασης ισοδυναµεί µε τη διενέργεια µιας λογικής απόδειξης, όπου οι λέ-
ξεις της πρότασης είναι οι προκείµενες και η γραµµατική οι κανόνες συµπερασµού. Το
συντακτικό δέντρο της πρότασης αντιστοιχεί στο δέντρο απόδειξης της παραγωγής. Έτσι,
κάθε έκφραση της γλώσσας, για να δούµε εάν είναι γραµµατική ή όχι, οφείλουµε να την

²²L: Lambek (Calculus)
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αποδείξουµε: αυτή η ιδέα, αργότερα ονοµάστηκε συντακτική ανάλυση ως συµπερα-
σµός. Έτσι, ο συντακτικός αυτός λογισµός µπορεί να ιδωθεί ως ένα σύστηµα συµπερα-
σµού.

Παράδειγµα 2.4.1. Έστω ότι θέλουµε να αναλύσουµε συντακτικά την πρόταση τα παιδιά
παίζουν παιχνίδια. Πρώτα από όλα προβαίνουµε στην αντιστοίχιση των λέξεων σε τύπους:

Τα παιδιά παίζουν παιχνίδια
n/n n n\s/n n

Και προχωράµε στη συντακτική ανάλυση µε τη µορφή του συµπερασµού:

Τα
n/n

παιδιά
n

n

παίζουν
n\s/n

s/n
παιχνίδια

n
s

Η πρόταση µπορεί να «υπολογιστεί» σε µία γραµµή:

(n/n)n(n\s/n)n⇒ n(n\s/n)n⇒ (s/n)n⇒ s

Ας διατυπώσουµε, τώρα, το Λογισµό Λάµπεκ, όπως παρουσιάστηκε από τον ίδιο, το
1958, ως ένας ακολουθητικός λογισµός. Υιοθετούµε τη διατύπωση του Μόορτγκατ [57],
όπου η προσεταιριστικότητα του λογισµού υπονοείται.

Ορισµός 2.4.2 (Λογισµός Λάµπεκ (L)). Οι ακολουθητές είναι της µορφής S ⊢ F όπου S ::=
F | F , S. (Οι συµφραστικές µεταβλητές Γ,Γ′ µπορούν να είναι κενές, ενώ ∆,∆′ είναι µη
κενές)

αξίωµα
A ⊢ A

∆ ⊢ B Γ, B,Γ′ ⊢ A τοµή
Γ,∆,Γ′ ⊢ A

Γ, A,B,Γ′ ⊢ C
[•L]

Γ, A •B,Γ′ ⊢ C
∆ ⊢ A ∆′ ⊢ B [•R]
∆,∆′ ⊢ A •B

∆ ⊢ A Γ, B,Γ′ ⊢ C
[/L]

Γ, B/A,∆,Γ′ ⊢ C
∆, A ⊢ B

[/R]
∆ ⊢ B/A

∆ ⊢ A Γ, B,Γ′ ⊢ C
[\L]

Γ,∆, A\B,Γ′ ⊢ C
A,∆ ⊢ B

[\R]
∆ ⊢ A\B

Πίνακας 2.3: Ακολουθητικός λογισµός για τον L

Η προσεταιριστικότητα υπονοείται, διότι θεωρούµε το S ως ακολουθία φορµουλών.
Απαιτούµε, επίσης, κάθε ακολουθητής χρησιµοποιούµενος σε µια απόδειξη να έχει µία
µη κενή ακολουθία φορµουλών στο µέρος των υποθέσεων. Ο λογισµός όπου απουσιάζει
ο εν λόγω περιορισµός συµβολίζεται ως Lε.

Είναι σηµαντικό και πρέπει να αναφερθεί ότι ο κανόνας της τοµής συγκαταλέγεται
στην οµάδα των αξιωµάτων, καθώς αντικατοπτρίζει την αυτοπάθεια και τη µεταβατικό-
τητα της σχέσης παραγωγής. Ο ίδιος ο Λάµπεκ, στη δηµοσίευσή του, απέδειξε ότι κάθε
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θεώρηµα έχει µια απόδειξη όπου µπορεί να µη χρησιµοποιηθεί η τοµή, άρα ο κανόνας αυ-
τός δεν προσθέτει κάτι στην παραγωγική δύναµη του L. Το θεώρηµα αυτό είναι γνωστό
από τον Γκέντζεν ως θεώρηµα ασθενούς κανονικοποίησης ή Hauptsaĵ και αναφέρεται
τόσο στην κλασική όσο και στη διαισθητική λογική.

Θεώρηµα 2.4.3 (Απαλοιφής της τοµής για τον L). Στον L, κάθε θεώρηµα έχει µία απόδειξη
όπου δε χρησιµοποιείται η τοµή.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [51].

Πόρισµα 2.4.4 (Ιδιότητα υποφόρµουλας του L). Στον L, κάθε θεώρηµα έχει µία απόδειξη,
η οποία περιέχει µόνο τις υποφόρµουλές του.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο θεώρηµα, κάθε θεώρηµα έχει µία απόδειξη ελεύθερη το-
µής και όλοι οι κανόνες εκτός της τοµής έχουν την ιδιότητα της υποφόρµουλας.

Πόρισµα 2.4.5 (Αποφασισιµότητα του L). Στον L, είναι αποφασίσιµο εάν ένας ακολουθη-
τής είναι θεώρηµα.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [64].

Πόρισµα 2.4.6 (Συνέπεια του L). Ο L είναι συνεπής.

Σηµείωση Η συνέπεια του L συνεπάγεται το ότι υπάρχουν προτάσεις που δεν ανήκουν
σε αυτόν, εποµένως υπάρχουν µη γραµµατικές εκφράσεις.

Παρατήρηση Ο L είναι προσεταιριστικός, δηλαδή ισχύει ότι

A • (B • C)↔ (A •B) • C.

Αποδεικνύουµε τη συνεπαγωγή. Η αντίστροφη συνεπαγωγή αποδεικνύεται ανάλογα.
Έστω ότι X ≡ A • ((A\(A •B)) • ((A •B)\((A •B) • C))). Έχουµε ότι

A\B → (C\A)\(C\B)

C\A •A\B → C\B
C • (C\A •A\B)→ B

Συνεπώς,

A→ A

B → A\(A •B) C → (A •B)\((A •B) • C)
B • C → (A\(A •B)) • ((A •B)\((A •B) • C))

A • (B • C)→ X X → (A •B) • C
A • (B • C)→ (A •B) • C

Παρατήρηση Κάτι άλλο που βλέπουµε είναι ότι περνάµε από τους νόµους απαλοιφής
της γραµµατικής ΑΒ, δηλαδή νόµους διαγραφής της µορφής

A A\B
\εB

και B/A A
/εB

σε νόµους εισαγωγής, δηλαδή

A,∆ ⊢ B \R
∆ ⊢ A\B

όπου ∆ µη κενό και ∆, A ⊢ B
/R

∆ ⊢ B/A
όπου ∆ µη κενό.
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Οι δύο τελευταίοι νόµοι αναφέρονται σε µια σπουδαία έννοια του Λογισµού Λάµπεκ, την
έννοια της υποθετικής συλλογιστικής. Τί είναι, όµως, η υποθετική συλλογιστική;

Ο Λάµπεκ προσπαθώντας να βρει τους τύπους των αντωνυµιών αυτός και αυτόν διείδε
µερικές αδυναµίες της γραµµατικής ΑΒ. Η λέξη αυτός µπορεί να εµφανιστεί µόνο ως υπο-
κείµενο, όπως στην πρόταση αυτός περπατά. Οπότε, η λέξη αυτή χρειάζεται ένα κατηγό-
ρηµα, δηλαδή µία πρόταση δίχως υποκείµενο, από τα δεξιά. Οι προτάσεις χωρίς υποκεί-
µενα είναι του τύπου n\s, άρα λαµβάνουµε τον τύπο s/(n\s) για τη λέξη αυτός. Πράγµατι,
το αποτέλεσµα είναι το ίδιο:

Αυτός
s/(n\s)

περπατά
n\s

s

Η ίδια επιχειρηµατολογία οδήγησε στην αντιστοίχιση της λέξης αυτόνµε τον τύπο (s/n)\s.

Έτσι, εισήχθη για πρώτη φορά, αυτό που ονοµάστηκε αργότερα υποθετική συλλογι-
στική. Όταν χρησιµοποιούµε τους νόµους εισαγωγής σε µια παραγωγή,²³ η σύµβαση συνί-
σταται στο να καταδείξουµε την παρουσία ενός τύπουA, ο οποίος οδηγεί στο συµπέρασµα
τύπουB. Αυτό γίνεται εφικτό µε την ένθεση της κατάλληλης κατηγορίας στην παραγωγή
µαζί µε κάποιον αριθµητικό δείκτη: αυτή είναι η υπόθεσή µας. Δηλαδή, έχουµε ότι

Αυτός
n

—-1
n\s

s
s/(n\s)

περπατά
n\s

s

Μία βασική ιδιότητα της γραµµατικής ΑΒ ήταν ότι µία λέξη µπορούσε να αντιστοιχεί σε
πολλούς τύπους, όχι µόνο λόγω του διαφορετικού της ρόλου µέσα σε µια πρόταση, αλλά
και εξαιτίας του πώς θα αναλυόταν συντακτικά η πρόταση αυτή. Έστω η πρόταση το λιο-
ντάρι βρυχάται. Έχουµε ότι το ρήµα είναι τύπου np\s, όπου np ο τύπος της ονοµατικής
φράσης (noun phrase), αφού αποτελεί ένα αµετάβατο ρήµα που πρέπει να δεχθεί µία ονο-
µατική φράση από τα αριστερά, ώστε να σχηµατίσει µία πρόταση. Θα µπορούσαµε, όµως,
να θεωρήσουµε το λιοντάρι ως s/(np\s), δηλαδή ως µια πρόταση η οποία δέχεται από τα
δεξιά µία άλλη πρόταση που δέχεται από τα αριστερά µία ονοµατική φράση. Εποµένως,
µπορούµε να πούµε ότι ο τύπος A είναι επίσης και B/A\B.

Έτσι, ο Λάµπεκ κατέληξε στο θεώρηµα της ύψωσης, το οποίο αναφέρουµε παρακάτω
µαζί µε άλλα θεωρήµατα χαρακτηριστικά του Λογισµού Λάµπεκ, µερικά από τα οποία
διατυπώθηκαν µετά την εργασία του τελευταίου.

²³Αργότερα, θα δείξουµε ότι υπάρχει και φυσικός συµπερασµός για τον L ισοδύναµος µε τον ακολουθητικό
λογισµό, άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε το νόµο της εισαγωγής.
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Θεωρήµατα Λογισµού Λάµπεκ (L)

1. Εφαρµογή: A/B •B → A, B •B\A→ A
2. Συνεφαρµογή: A→ (A •B)/B, A→ B\(B •A)
3. Μονοτονία: αν A→ B και C → D, τότε A • C → B •D
4. Ισοτονία: αν A→ B, τότε A/C → B/C και C\A→ C\B
5. Αντιτονία: αν A→ B, τότε C/B → C/A και B\C → A\C
6. Ύψωση: A→ B/(A\B), A→ (B/A)\B
7. Geach (κύριος συναρτητής): A/B → (A/C)/(B/C), B\A→ (C\B)\(C\A)
8. Geach (δευτερεύων συναρτητής): B/C → (A/B)\(A/C), C\B → (C\A)/(B\A)
9. Σύνθεση: A/B •B/C → A/C, C\B •B\A→ C\A
10. Αναδόµηση: (A\B)/C ↔ A\(B/C)
11. (De)Currying: A/(B • C)↔ (A/C)/B, (A •B)\C ↔ B\(A\C)

Παρατήρηση Αξίζει να αναφέρουµε ότι η ύψωση παίζει σηµαντικό ρόλο στον L, καθώς
µπορεί να µας δώσει νέους τύπους για µια λέξη, οι οποίοι ταυτόχρονα αποκαλύπτουν το
συντακτικό της ρόλο. Γι’αυτό και µία διαφορετική ονοµασία της είναι η ύψωση τύπου. Βέ-
βαια, ελλοχεύει ο κίνδυνος ένα λεξικό να διογκωθεί ανεξέλεγκτα µε τη συνεχή εφαρµογή
ενός τέτοιου θεωρήµατος, γι’αυτό και πρέπει να είµαστε προσεκτικοί στην εφαρµογή του
θεωρήµατος αυτού. Σε ανάλογη εγρήγορση οφείλουµε να είµαστε και µε τα υπόλοιπα θε-
ωρήµατα.

Ας αποδείξουµε, τώρα, ένα από τα θεωρήµατα του L, ενδεικτικά τη µονοτονία

A→ B
B • C → B • C
B → (B • C)/C

A→ (B • C)/C
A • C → B • C

C → D
B •D → B •D
D → B\(B •D)

C → B\(B •D)

B • C → B •D
A • C → B •D

Από εδώ και στο εξής θα χρησιµοποιούµε έναν αρκετά συγκεκριµένο ορισµό για να ορί-
σουµε τις κατηγοριακές γραµµατικές που θα ανακύψουν. Επειδή αυτές θα βασίζονται σε
ένα σύστηµα συµπερασµού, οφείλουµε να το ορίσουµε.

Ορισµός 2.4.7. Ένα σύστηµα συµπερασµού D είναι µια τριάδα ⟨F , AX,R⟩, όπου

• AX = {⟨Γ,∆⟩ | Γ ∈ F∗,∆ ∈ F+} το σύνολο των αξιωµάτων

• R το σύνολο των κανόνων συµπερασµού που χαρακτηρίζουν το σύστηµα. Αυτοί είναι
της µορφής

Αν Γ0 → ∆0 και ... και Γν → ∆ν

τότε Γ→ ∆

Επίσης, τους κανόνες τους γράφουµε ως

Γ0 → ∆0...Γν → ∆ν

Γ→ ∆

Ορισµός 2.4.8 (Τελικός ορισµός). Μία κατηγοριακή γραµµατική βασιζόµενη σε ένα σύ-
στηµα συµπερασµού D είναι µια τετράδα ⟨Vt, s, Lex, ⟨F , AX,R⟩⟩ όπου

• Vt τερµατικό λεξιλόγιο της γραµµατικής

• s το αρχικό σύµβολο
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• Lex, το λεξικό, δηλαδή ένα σύνολο ζευγών ⟨w, c⟩, λεξικολογικών αντιστοιχίσεων µε
w ∈ Vt και c ∈ F και γράφουµε w → c.

Άρα, µε τον παραπάνω τρόπο, µπορούµε να ορίζουµε διάφορες κατηγοριακές γραµµα-
τικές, απλώς παρουσιάζοντας το εκάστοτε σύστηµα συµπερασµού. Παραδείγµατος χάρη,
κάτι τέτοιο µπορούµε να κάνουµε για τη γραµµατική ΑΒ.

Ορισµός 2.4.9. Η γραµµατική ΑΒ είναι µία κατηγοριακή γραµµατική µε το σύστηµα συ-
µπερασµού D = ⟨F , AX,R⟩ τέτοιο ώστε

• AX = {a→ a | a ∈ F}

• το R να αποτελείται από τους κανόνες, οι οποίοι καλούνται βασικοί κανόνες δια-
γραφής.

Γ→ A/B ∆→ B

Γ∆→ A

Γ→ B ∆→ B\A
Γ∆→ A

Αργότερα, όµως, θα παρουσιάσουµε συνοπτικά τις κατηγοριακές γραµµατικές που εµ-
φανίζονται στην παρούσα εργασία, ούτως ώστε να υπάρχει µία συνολική και σαφής πα-
ρουσίαση αυτών.

Ιδιότητες του Λογισµού Λάµπεκ

• Δεν υπάρχουν κανόνες συστολής ή εξασθένισης. Εποµένως, η λογική είναι γραµ-
µική, δηλαδή οι φόρµουλες µπορούν να ιδωθούν ως δεδοµένα που δεν µπορούν να
αντιγραφούν ή να διαγραφούν.

• Είναι ένας πολλαπλασιαστικός λογισµός, δηλαδή σε κάθε κανόνα όπου εµπλέκο-
νται δύο προκείµενες, τα συµφραζόµενα του ακολουθητικού συµπεράσµατος παρέ-
χονται από την πρόσθεση των συµφραζοµένων των δύο ακολουθητών των προκει-
µένων. Αυτό σηµαίνει πως ο λογισµός περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο θα συν-
δυαστούν τα δεδοµένα.

• Είναι ένας διαισθητικός λογισµός, δηλαδή κεντρική θέση στη φιλοσοφία του κατέ-
χει όχι η αλήθεια, αλλά η απόδειξη που ισοδυναµεί µε τη συντακτική ανάλυση µιας
πρότασης. Επίσης, υφίσταται η απαίτηση της µίας µόνο φόρµουλας δεξιά του ⊢.

• Είναι ένας µη αντιµεταθετικός λογισµός, δηλαδή δεν υπάρχει κάποιος κανόνας
ανταλλαγής και, συνακόλουθα, δεν υπάρχει τρόπος απόδειξης της αντιµεταθετικό-
τητας του γινοµένου. Αυτό, διαισθητικά, αντιστοιχεί στο γεγονός ότι διαχειριζόµα-
στε µία ιεραρχηµένη σειρά δεδοµένων.

• Τέλος, µια απόδειξη δεν πρέπει να περιέχει κανέναν ακολουθητή στερούµενο υπό-
θεσης. Αυτή η απαίτηση είναι µάλλον γλωσσολογική παρά λογική. Χωρίς αυτό το
επιπλέον χαρακτηριστικό, οι τύποι της κενής πρότασης θα αποτελούσαν ταυτολο-
γίες σύµφωνα µε το Λογισµό Λάµπεκ, εποµένως κάποιος θα µπορούσε να ισχυρι-
στεί ότι µια λέξη χρειάζεται στα δεξιά ή στα αριστερά της ένα συστατικό στοιχείο,
του οποίου ο τύπος είναι ταυτολογία.

Πριν προχωρήσουµε στην επόµενη ενότητα, παρουσιάζουµε έναν πίνακα µε κάποια µέρη
του λόγου και οι τύποι που µπορούν να αποδοθούν σε αυτά. Προφανώς, εκτός κάποιων
περιπτώσεων, κάθε µέρος του λόγου µπορεί να αντιστοιχεί σε πάνω από έναν τύπο.
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άρθρα: np/n
ουσιαστικά: n
αµετάβατα ρήµατα: np\s ή s
µεταβατικά ρήµατα: np\s/np ή s/np
επιρρήµατα: s\s ή s/s

Σηµείωση Στην ελληνική γλώσσα, λόγω της µορφολογίας της,²⁴ το υποκείµενο ενσωµα-
τώνεται ενίοτε στο ρήµα και δεν υπονοείται απλώς, αλλά δηλώνεται. Αυτό συµβαίνει στα
πρόσωπα του α΄ και β΄ ενικού και πληθυντικού. Σε αυτές τις περιπτώσεις, η προσωπική
αντωνυµία χρησιµοποιείται µόνο για να δώσει έµφαση. Επί παραδείγµατι, η λέξη αδρανώ
αποτελεί ολοκληρωµένη πρόταση, της οποίας το υποκείµενο δηλώνεται σαφώς στην κα-
τάληξη. Η πρόταση εγώ αδρανώ δίνει έµφαση στο δρουν, εδώ αδρανούν, υποκείµενο. Συ-
νεπώς, στα ρήµατα µπορεί να αποδοθεί ο τύπος s, κάτι το οποίο δε συµβαίνει σε γλώσσες
όπως τα αγγλικά ή τα κινεζικά, όπου το υποκείµενο είναι απαραίτητο.

2.5 Μη προσεταιριστικός Λογισµός Λάµπεκ

Το 1961, ο Λάµπεκ επανήλθε µε τη δηµοσίευσή τουΠερί του λογισµού των συντακτικών
τύπων [52], όπου παρουσίασε το µη προσεταιριστικό λογισµό των συντακτικών τύπων,
αργότερα γνωστό ως µη προσεταιριστικό Λογισµό Λάµπεκ, ο οποίος συµβολίζεται ως
NL.²⁵ Το πρόβληµα που διέγνωσε ο Λάµπεκ ήταν ότι ο πρώτος λογισµός αδυνατούσε να
διαχειριστεί και κατ’επέκταση να υπολογίσει προτάσεις µε φαινόµενα συστατικότητας,
όπως η παρατακτική ή η υποτακτική σύνδεση. Λόγου χάρη, προτάσεις όπως ο Γιάννης είδε
τηΜαρία τη Δευτέρα και τον Αλέξη την Τρίτη ή ο Γιάννης αγαπά αλλά ο Πέτρος φοβάται τα
ζώα. Σε αυτές τις προτάσεις θα έπρεπε πρώτα να εισαχθούν οι κατάλληλες παρενθέσεις
και µετά να αναλυθούν συντακτικά.

Παράδειγµα 2.5.1. Έστω η πρόταση νοµίζω ότι έχει δίκιο. Αν θεωρήσουµε πως είναι µια
έκφραση του L, τότε εφόσον είναι γραµµατική η έκφραση νοµίζω (ότι έχει δίκιο) είναι και
η έκφραση (νοµίζω ότι έχει) δίκιο. Αυτό, όµως, δεν ισχύει. Πράγµατι, αν θεωρήσουµε την
πρώτη περίπτωση έχουµε

Νοµίζω
s/np

ότι
np/s

έχει
s/n

δίκιο
n

s
np

s

ενώ αν θεωρήσουµε τη δεύτερη βλέπουµε η έκφρασή µας δεν είναι γραµµατική και κατα-
λήγουµε σε άτοπο. Αν, όµως, θεωρήσουµε την πρόταση εντός του NL, τότε λαµβάνουµε
µόνο µία περίπτωση και η πρότασή µας είναι σωστή. Υιοθετούµε και εδώ τη διατύπωση
του Μόορτγκατ [57].

Ορισµός 2.5.2 (Μη Προσεταιριστικός Λογισµός Λάµπεκ (NL)). Οι ακολουθητές είναι της
µορφής S ⊢ F , όπου S ::= F | (S,S). Γράφουµε Γ[∆] όταν ο όρος Γ περιέχει µία διακεκρι-
µένη εµφάνιση του υποόρου ∆. (Οι διακεκριµένες εµφανίσεις ενός κανόνα συµπερασµού
στην προκείµενη και στο συµπέρασµα θεωρούµε πως καταλαµβάνουν την ίδια θέση εντός
του Γ.)

²⁴Η µορφολογία είναι κλάδος της γλωσσολογίας που µελετά τα µορφήµατα. Αυτά προκύπτουν από συν-
δυασµούς φωνηµάτων και είναι λέξεις, ρίζες λέξεων και επιθέµατα. Αποτελούν τη µονάδα της γλώσσας,
δηλαδή τα µικρότερα δοµικά στοιχεία που σχηµατίζουν νόηµα.

²⁵NL: Non-associative Lambek (calculus)
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Αξίωµα Τοµή

αξίωµα
A ⊢ A

∆ ⊢ A Γ[A] ⊢ C τοµή
Γ[∆] ⊢ C

∆ ⊢ B Γ[A] ⊢ C
[/L]

Γ[(A/B,∆)] ⊢ C
(Γ, B) ⊢ A

[/R]
Γ ⊢ A/B

∆ ⊢ B Γ[A] ⊢ C
[\L]

Γ[(∆, B\A)] ⊢ C
(B,Γ) ⊢ A

[\R]
Γ ⊢ B\A

Γ[(A,B)] ⊢ C
[•L]

Γ[A •B] ⊢ C
Γ ⊢ A ∆ ⊢ B [•R]
(Γ,∆) ⊢ A •B

Πίνακας 2.4: Ακολουθητικός λογισµός για τον NL

Από τονNLστον L Βλέπουµε ότι, δεδοµένου του ορισµού 2.5.2, για να σχηµατίσουµε τον
L, αρκεί να προσθέσουµε τον ακόλουθο δοµικό κανόνα της προσεταιριστικότητας:

Γ[((∆1,∆2),∆3)] ⊢ A προσ.
Γ[(∆1, (∆2,∆3))] ⊢ A

Η διπλή γραµµή του συµπερασµού υποδηλώνει το αµφίδροµο αυτού. Συνεπώς, η βασική
διαφορά µεταξύ L και NL είναι ότι ο δεύτερος απαιτεί όλοι οι ηγούµενοι όροι να είναι δέ-
ντρα φορµουλών, δηλαδή ακολουθίες συµβόλων εντός παρενθέσεων, ενώ, στον πρώτο, οι
ηγούµενοι όροι µπορεί να είναι απλώς ακολουθίες τύπων. Εποπτικά, αν ισχύει ο προσε-
ταιριστικός νόµος µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι δηµιουργούνται πάνω από ένα δέντρα,
όπως παρακάτω:

..A • (B • C).

A

.

B • C

.

B

.

C

..(A •B) • C.

A •B

.

A

.

B

.

C

Παράδειγµα 2.5.3. Έστω η πρόταση κάποιος θέλει κάτι. Έχουµε τις παραγωγές

Κάποιος
n

θέλει
n\s/n

κάτι
n

n\s
s

Κάποιος
n

θέλει
n\s/n

s/n
κάτι
n

s

οι οποίες αντιστοιχούν στις προτάσεις κάποιος (θέλει κάτι) και (κάποιος θέλει) κάτι. Το πα-
ραπάνω λέγεται πρόβληµα τηςπλασµατικής αµφισηµίας: σε µία πρόταση αντιστοιχούν
πολλά αποδεικτικά δέντρα. Το πρόβληµα αυτό προφανώς οξύνεται µε την προσεταιριστι-
κότητα. Άρα, µε τονNL επιχειρείται µια απλοποίηση της αποδεικτικής διαδικασίας, παρά
το διαφαινόµενο περιορισµό που εισάγει, κάτι το οποίο αποβαίνει εξαιρετικά σηµαντικό,
ειδικά στο υπολογιστικό κοµµάτι της συντακτικής ανάλυσης.
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Εξαιτίας της απουσίας δοµικών κανόνων στονNL και των ιδιοτήτων που φέρει ο L, ιδιότη-
τες που αναπότρεπτα κληρονοµεί οNL, το συµπερασµατικό σύστηµα τουNL ονοµάστηκε
αργότερα καθαρή λογική υπολειµµατικότητας.²⁶

Ορισµός 2.5.4 (Αξιωµατικό σύστηµα NL). Το αξιωµατικό σύστηµα NL ορίζεται από το
αξίωµα και τους κάτωθι κανόνες. Έστω A,B,C τύποι, τότε

Αξίωµα: A ⊢ A
Μεταβατικότητα: αν A ⊢ B και B ⊢ C, τότε A ⊢ C
Υπολειµµατική τριάδα: A ⊢ C/B αν και µόνο αν A •B ⊢ C αν και µόνο αν B ⊢ A\C

Η έννοια της υπολειµµατικότητας έπαιξε αργότερα µεγάλο ρόλο στις κατηγοριακές
γραµµατικές, διότι επέτρεψε την ευχερέστερη οργάνωση και διαχείριση γραµµατικών µε
περισσότερες από µία υπολειµµατικές τριάδες, οι οποίες γραµµατικές δηµιουργήθηκαν
πάντα µε στόχο την πληρέστερη περιγραφή του γλωσσικού φαινοµένου.

Ορισµός 2.5.5 (Υπολειµµατικότητα). Έστω A = (A,⊑A), B = (B,⊑B) και C = (C,⊑C) τρία
µερικώς διατεταγµένα σύνολα. Ένα ζεύγος συναρτήσεων (f, g) τέτοιες ώστε f : A → B
και g : B → A σχηµατίζει ένα υπολειµµατικό ζεύγος αν ισχύει η [RES₁].

[RES₁] ∀x ∈ A, y ∈ B ισχύει ότι fx ⊑B y ⇔ x ⊑A gy.

Μία τριάδα συναρτήσεων (f, g, h) τέτοιες ώστε f : A × B → C, g : A × C → B και
h : C ×B → A σχηµατίζει µια υπολειµµατική τριάδα αν ισχύει η [RES₂].

[RES₂] ∀x ∈ A, y ∈ B, z ∈ C ισχύει ότι f(x, y) ⊑C z ⇔ y ⊑B g(x, z)⇔ x ⊑A h(z, y).

Παρατήρηση Εύκολα, λοιπόν, βλέπουµε ότι η έννοια της υπολειµµατικότητας συνδέεται
άµεσα µε αυτήν των συζυγών συναρτητών.

Λόγω αυτής της «καθαρότητας» του NL, τα θεωρήµατα, τα οποία ισχύουν σε αυτόν, είναι
τα πρώτα έξι του L, δηλαδή αυτά της εφαρµογής, της συνεφαρµογής, της µονοτονίας, της
ισοτονίας, της αντιτονίας και της ύψωσης.

Συµπερασµατικά, η επιλογή του αξιωµατικού συστήµατος και κατ’επέκταση των κα-
νόνων αυτού είναι ένα λεπτό ζήτηµα: από τη µια µεριά, οι κανόνες οφείλουν να είναι τόσο
ισχυροί ώστε να επιτρέπουν το συµπερασµό προτασιακών δοµών στο µέτρο που απαι-
τούµε, κάτι το οποίο αυξάνει την εκφραστικότητα της γραµµατικής. Από την άλλη µεριά,
οι κανόνες δεν πρέπει να είναι πολύ εκφραστικοί για να µην επιτρέπουν επιπλέον δοµικές
αναλύσεις, όπως αυτές προκύπτουν λόγου χάρη στην πλασµατική αµφισηµία, οι οποίες
δυσχεραίνουν αντί να διευκολύνουν τη συντακτική ανάλυση. Ένας από τους κύριους λό-
γους που αναπτύχθηκε ο NL, λοιπόν, είναι ο αποκαλούµενος δοµικός έλεγχος.

2.6 Λογισµός Λάµπεκ-Φαν Μπένθεµ

Στην προηγούµενη ενότητα είδαµε ένα από τα πρώτα βήµατα της µαθηµατικής γλωσ-
σολογίας, το οποίο αργότεραονοµάστηκεκατηγοριακήλογικήτωντύπων.²⁷ Στοπνεύµα

²⁶Μια παρουσίαση των κατηγοριακών λογικών αυστηρά από αυτήν τη σκοπιά µπορεί να βρεθεί στο [17].
²⁷Categorial Type Logics
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αυτό των λογισµών Λάµπεκ (L και NL), συνέχισε ο Φαν Μπένθεµ µε τις εργασίες του ει-
σάγοντας δύο νέες γραµµατικές: τηνNLP και την LP, οι οποίες συναποτελούν το Λογισµό
Λάµπεκ-Φαν Μπένθεµ.²⁸

Αν θεωρήσουµε τονNLως βάση, όπως αυτός διατυπώθηκε στον ορισµό 2.5.2, µπορούµε
να σχηµατίσουµε τη γραµµατική NLP²⁹ προσθέτοντας τον ακόλουθο δοµικό κανόνα της
µετάθεσης:

Γ[(∆2,∆1)]→ A
µετάθεση

Γ[(∆1,∆2)]→ A

Αν σε αυτόν προσθέσουµε και τον κανόνα της προσεταιριστικότητας, όπως τον διατυπώ-
σαµε στην προηγούµενη ενότητα, λαµβάνουµε τον LP.³⁰ Μία εναλλακτική διατύπωση του
LP προκύπτει αν παραλλάξουµε τον ορισµό 2.4.2 και απαιτήσουµε οι υποθέσεις των ακο-
λουθητών να µην είναι ακολουθίες φορµουλών, αλλά πολυσύνολα.

..NL.

L

.

LP

.

NLP

.

προσ.

.

µετ.

.

µετ.

.

προσ.

Σχήµα 2.1: Ιεραρχία Λάµπεκ

Τα θεωρήµατα που χαρακτηρίζουν την NLP είναι τα πρώτα έξι των θεωρηµάτων του
L συν τα εξής:

12. Αντιµετάθεση αν A→ B\C τότε B → A\C
13. Ανταλλαγή A/B ↔ B\A
14. Πρόθεση/Μετάθεση A→ B/(B/A), A→ (A\B)\B

ενώ για τον LP ισχύουν όλα (1-14), καθώς και το θεώρηµα της µικτής σύνθεσης:
A/B • C\B → C\A,B/C •B\A→ A/C.

Παράδειγµα 2.6.1. Αρχικά, εισάγουµε την εµπρόθετη φράση ως ατοµικό τύπο, έστω pp.³¹
Έστω η πρόταση ο επισκέπτης έφτασε στο σπίτι. Η συντακτική ανάλυση δίνει

Ο
np/n

επισκέπτης
n

np

έφτασε
np\s/pp

στο
pp/n

σπίτι
n

pp

np\s
s

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα της ανταλλαγής δύο φορές λαµβάνουµε

np\(s/pp)→ np\(pp\s)→ pp\s/np.

²⁸Συνήθως, η αναφορά στο λογισµό αυτό περιορίζεται στον LP. Ο λόγος θα φανεί παρακάτω.
²⁹NLP: Νon-associative Lambek (calculus) with Permutation
³⁰LP: Lambek with Permutation
³¹Από το αγγλικό prepositional phrase.
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Εποµένως, βάσει της γραµµατικήςµας, συµπεραίνουµε ότι και η έκφραση στο σπίτι έφτασε
ο επισκέπτης είναι γραµµατική.

Βλέπουµε, λοιπόν, τη χρησιµότητα των γραµµατικών του Φαν Μπένθεµ για γλώσσες
όπως τα ελληνικά, όπου η µεταθέσεις απαντώνται συχνά στη γλώσσα, κάτι το οποίο δε
συµβαίνει σε γλώσσες όπως τα αγγλικά ή τα γαλλικά.

Παρατήρηση Είναι αλήθεια ότι µια κατηγοριακή γραµµατική όπως η NLP, η οποία επι-
τρέπει µεταθέσεις ενώ δεν είναι προσεταιριστική, δεν έχει µεγάλη γλωσσολογική αξία.
Πράγµατι, δοθείσης της ακολουθίας A • (B • C) το µέγιστο που µπορούµε να πράξουµε
καταλήγει στο εξής:A•(B •C) ⊢ (C •B)•A και όχι λόγου χάρη στοA•(B •C) ⊢ (A•B)•C.
Παρόλα αυτά χρησιµοποιείται στην επιστηµική λογική αρκούντως αποτελεσµατικά.³²

Η προσφορά του Φαν Μπένθεµ, όµως, δεν περιορίζεται απλώς στην εισαγωγή άλλης µιας
γραµµατικής. Αυτό που προσπάθησε ήταν η δηµιουργία µίας διεπαφής µεταξύ του συντα-
κτικού και της σηµασιολογίας, µίας ενοποίησης, η οποία ενυπήρχε τουλάχιστον ως τάση
ήδη από τον Αϊντουκιέβιτς. Αφετηρία του ήταν το έργο του Μοντέιγκ, όπου συντακτικό
και σηµασιολογία συµβαδίζουν: για κάθε συντακτικό κανόνα υπάρχει ένας αντίστοιχος
σηµασιολογικός, ο οποίος δοµεί την αναπαράσταση του νοήµατος της φράσης που ανα-
λύεται συντακτικά.

λ-λογισµός Για να γίνουµε πιο σαφείς, πρέπει πρώτα να διατυπώσουµε και να ορίσουµε
µερικές έννοιες ξεκινώντας από το λ-λογισµό. Ο λ-λογισµός µπορεί να θεωρηθεί ως η
µικρότερη καθολική προγραµµατιστική γλώσσα του κόσµου. Αποτελείται από ένα µόνο
µετασχηµατιστικό κανόνα και µία µόνο µέθοδο ορισµού συνάρτησης. Ο λ-λογισµός είναι
καθολικός µε την έννοια ότι οποιαδήποτε υπολογίσιµη συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί
και να χρησιµοποιηθεί µε αυτόν το φορµαλισµό.

Κεντρική ιδέα του λ-λογισµού είναι η έκφραση. Ένα όνοµα ή µεταβλητή είναι ένα
αναγνωριστικό, έστω x, y, z, .... Μία έκφραση ορίζεται αναδροµικά ως εξής:

<έκφραση> := <όνοµα> | <συνάρτηση> | <εφαρµογή>
<συνάρτηση> := λ<όνοµα>.<έκφραση> <εφαρµογή>
<εφαρµογή> := <έκφραση><έκφραση>

Επίσης, έχουµε ότι

• αν M,N είναι λ-όροι τότε (M,N) είναι λ-όρος (εφαρµογή)

• αν M είναι λ-όρος τότε λx.M είναι λ-όρος (λ-αφαίρεση)

• Λ = το σύνολο των λ-όρων

Μία έκφραση µπορεί να περιέχει παρενθέσεις ώστε να καθίσταται σαφέστερη. Οι µόνες
λέξεις κλειδιά της γλώσσας είναι το λ και η τελεία. Η απλούστερη συνάρτηση είναι η

λx.x

η οποία ορίζεται ως η ταυτοτική. Το όνοµα µετά το λ είναι το αναγνωριστικό του ορίσµατος
της συνάρτησης, ενώ το µέρος της έκφρασης µετά την τελεία λέγεται σώµα του ορισµού.
Οι συναρτήσεις µπορούν να έχουν τη θέση ορισµάτων σε εκφράσεις, όπως ακολούθως:

(λx.x)y.

Προς το παρόν θα περιοριστούµε σε αυτά τα πολύ λίγα για το λ-λογισµό και, κατόπιν, αν
χρειαστεί, θα επανέλθουµε.

³²Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιείται ο µη προσεταιριστικός µεταθετικός Λογισµός Λάµπεκ µε άρνηση και
ταυτοτικό στοιχείο συµβολιζόµενος ως NLP01 [79].
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Ο ισοµορφισµός Curry-Howard Ο ισοµορφισµός Curry-Howard συνίσταται στον ισχυ-
ρισµό ότι υπάρχει µία τέλεια ισοδυναµία µεταξύ τυπικών συστηµάτων και του φυσικού
συµπερασµού για τη διαισθητική λογική [82]. Μία απόδειξη, βάσει του φυσικού συµπερα-
σµού, µιας πρότασης στη διαισθητική λογική είναι η καστασκευή ενός αντικειµένου που
µαρτυρά την πρόταση αυτή. Με τον ισοµορφισµό Curry-Howard υποστηρίζεται ότι οι απο-
δείξεις ισοδυναµούν µε προγράµµατα.

Ο ισοµορφισµός ή, καλύτερα, αντιστοιχία³³ Curry-Howard πρόκειται για µια απόπειρα
ενοποίησης του συντακτικού και της σηµασιολογίας στη λογική µέσω της απεικόνισης
φορµουλών σε τύπους και αποδείξεων σε όρους του λ-λογισµού. Στο πεδίο των κατηγο-
ριακών γραµµατικών, οι φόρµουλες αντιστοιχούν σε συντακτικές κατηγορίες. Στον ακό-
λουθο πίνακα, παρουσιάζονται µερικές αντιστοιχίες Curry-Howard:

Λογική λ-λογισµός Κατηγοριακές γραµµατικές
φόρµουλες τύποι συντακτικές κατηγορίες
αποδείξεις όροι (προγράµµατα) συντακτική παραγωγή

σηµασιολογική σύνθεση

Πίνακας 2.5: Αντιστοιχία Curry-Howard µεταξύ λογικής, λ-λογισµού και κατηγοριακών
γραµµατικών

Αυτό που πρέπει να τονιστεί εδώ είναι ότι η ισοδυναµία αυτή ισχύει για το φυσικό συ-
µπερασµό και όχι για τον ακολουθητικό λογισµό, κάτι το οποίο αντιµετωπίστηκε µε τη
διατύπωση του L µε το φυσικό συµπερασµό (2.6).

Γ ⊢ A ∆ ⊢ A\B
\eΓ,∆ ⊢ B

A,Γ ⊢ C \i
Γ ⊢ A\C

Γ ̸= ε

∆ ⊢ B/A Γ ⊢ A
/e∆,Γ ⊢ B

Γ, A ⊢ C
/i

Γ ⊢ C/A
Γ ̸= ε

∆ ⊢ A •B Γ, A,B,Γ′ ⊢ C •e
Γ,∆,Γ′ ⊢ C

∆ ⊢ A Γ ⊢ B •i
∆,Γ ⊢ A •B

αξίωµα
A ⊢ A

Πίνακας 2.6: Φυσικός συµπερασµός για τον L

Εδώ, αποφεύγουµε τον τρόπο Prawiĵ (2.1) και θα τον παρουσιάσουµε µε τη µορφή ακο-
λουθητών. Παρόλα αυτά, ο εν λόγω λογισµός δεν είναι ακολουθητικός, αφού στερείται
δεξιών κανόνων, του κανόνα της τοµής και η έννοια της κανονικής απόδειξης, δεδοµένης
της ιδιότητας της υποφόρµουλας, είναι τελείως διαφορετική.

Σηµείωση Δεν πρέπει να παραγνωρίσουµε ότι οι αποδείξεις του ακολουθητικού λογι-
σµού και του φυσικού συµπερασµού είναι ισοδύναµες, συνεπώς όλες οι γραµµατικές εκ-
φράσεις της γλώσσας παραµένουν ανέπαφες. Είναι γνωστό επίσης ότι υπάρχει αντιστοι-
χία και για τις αποδείξεις, αλλά δεν είναι ένας καθαρός ισοµορφισµός [42]. Μια λεπτοµε-
ρής πραγµατεία των αποδεικτικών συστηµάτων που χρησιµοποιούνται στις κατηγοριακές
γραµµατικές βρίσκεται στο [75].

³³Επειδή αναφερόµαστε σε λογικές που είναι πιο περιορισµένες από τη διαισθητική λογική, θα χρησιµο-
ποιούµε τον όρο αντιστοιχία και όχι ισοµορφισµός.
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Ο Φαν Μπένθεµ, λοιπόν, ξεκινώντας από το µότο η φυσική γλώσσα είναι µια προγραµµα-
τιστική γλώσσα [86], προσπάθησε να εκµεταλλευτεί αυτές τις ιδέες, καθώς και κάποιες
άλλες που είχε πριν από αυτόν διατυπώσει ο Μοντέιγκ σχετικά µε τη σηµασιολογία της
φυσικής γλώσσας [55]. Έτσι, εισήγαγε τη σηµασιολογία για τα καλά στις κατηγοριακές
γραµµατικές.

Έστω η απόδειξη της παραγωγής A1, ..., An ⊢ B. Αυτή µπορεί να αναγνωσθεί ως µια
οδηγία κατασκευής του αποδεικτικού όρου t µε παραµέτρους εισαγωγής x1, ..., xn. Στην
προσέγγιση της συντακτικής ανάλυσης ως συµπερασµού, αυτή η ενέργεια τελικά σηµαί-
νει ότι οι παραγωγές, των οποίων οι τύποι έχουν αντιστοιχηθεί σε σηµασιολογικούς όρους,
παρέχουν επίσης τη σκιαγράφηση της δόµησης της νοηµατικής αναπαράστασης της υπό
µελέτη πρότασης, δηλαδή έχουµε ότι

x1 : A1︸︷︷︸
w1

, ...xn : An︸︷︷︸
wn

⊢ t : B

όπου w1, ..., wn λέξεις της γλώσσας.
Ας προχωρήσουµε, λοιπόν, στον ορισµό του LPµε όρους του λ-λογισµού. Να σηµειωθεί

πως ο LP πρόκειται για µια γλώσσα µε φόρµουλες F ::= A | F → F | F ◦ F , όπου οι δύο
συνεπαγωγές του L (/, \) καταλήγουν σε µία λόγω του κανόνα της µετάθεσης.

Ορισµός 2.6.2. Απόδοση όρων για τον LP. Ορολογία: x, y, z για µεταβλητές, t, u, v για τυ-
χαίους όρους, u [t/x] για την αντικατάσταση του όρου t µε τη µεταβλητή x στον όρο u.
Στους ακολουθητές x1 : A1, ..., xn : An ⊢ t : B, οι όροι των υποθέσεων xi είναι διακρι-
τοί. Για τη συνεπαγωγή→, ο κανόνας χρήσης αντιστοιχεί στη συναρτησιακή εφαρµογή, ο
κανόνας απόδειξης στη συναρτησιακή αφαίρεση. Για το ◦, ο κανόνας απόδειξης αντιστοι-
χεί στη ζεύξη, ο κανόνας χρήσης στην προβολή. Ο κανόνας της τοµής αντιστοιχεί στην
αντικατάσταση.

αξίωµα
x : A ⊢ x : A

Γ ⊢ t : A x : A,∆ ⊢ u : B τοµή
Γ,∆ ⊢ u [t/x]

Γ, x : A, y : B,∆ ⊢ t : C µετάθεση
Γ, y : B, x : A,∆ ⊢ t : C

∆ ⊢ t : A Γ, x : B ⊢ u : C→L
Γ,∆, y : A→ B ⊢ u [y(t)/x] : C

Γ, x : A ⊢ t : B →R
Γ ⊢ λx.t : A→ B

Γ ⊢ t : A ∆ ⊢ u : B◦R
Γ,∆ ⊢ ⟨t, u⟩ : A ◦B

Γ, x : A, y : B ⊢ t : C ◦L
Γ, z : A ◦B ⊢ t [(z)0/x, (z)1/y] : C

Συνεπώς, µε αυτήν την πρακτική, υπάρχει αυτό που είναι γνωστό ως αυτόµατο νό-
ηµα, δηλαδή η «απόδειξη» µιας πρότασης της φυσικής γλώσσας έχει δύο προϊόντα: όχι
µόνο το συντακτικό αλλά και το σηµασιολογικό. Αυτό αποτέλεσε σπουδαίο επίτευγµα
για την ανάπτυξη των κατηγοριακών γραµµατικών και έθεσε τα θεµέλια της διεπαφής
συντακτικού και σηµασιολογίας. Η LP παίζει πια τον ρόλο µιας γενικής γλώσσας, η οποία
βασίζεται στη σηµασιολογική σύνθεση και αποµακρύνεται από µια αµιγώς συντακτική
θεώρηση της γλώσσας.

Είναι προφανές, πως αυτή η πρακτική δεν περιορίζεται µόνο στην LP, αλλά µπορεί να
εφαρµοστεί και στις υπόλοιπες κατηγοριακές γραµµατικές µε την ίδια επιτυχία. Λόγω αυ-
τής της αντιστοιχίας λογικής και τύπων, οι κατηγοριακές γραµµατικές είναι γνωστές και
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ως τυπολογικές γραµµατικές.³⁴ Παρακάτω, παρουσιάζουµε τα θεωρήµατα που ισχύουν
για τους λογισµούς NL, L και LP, οι οποίοι έχουν και τη ζητούµενη γλωσσολογική αξία.

LP



1. Εφαρµογή: A/B •B → A, B •B\A→ A

NL



L

2. Συνεφαρµογή: A→ (A •B)/B, A→ B\(B •A)
3. Μονοτονία: αν A→ B και C → D, τότε A • C → B •D
4. Ισοτονία: αν A→ B, τότε A/C → B/C και C\A→ C\B
5. Αντιτονία: αν A→ B, τότε C/B → C/A και B\C → A\C
6. Ύψωση: A→ B/(A\B), A→ (B/A)\B
7. Geach (κύρ. συν.): A/B → (A/C)/(B/C), B\A→ (C\B)\(C\A)
8. Geach (δευτ. συν.): B/C → (A/B)\(A/C), C\B → (C\A)/(B\A)
9. Σύνθεση: A/B •B/C → A/C, C\B •B\A→ C\A
10. Αναδόµηση: (A\B)/C ↔ A\(B/C)
11. (De)Currying: A/(B • C)↔ (A/C)/B, (A •B)\C ↔ B\(A\C)
12. Αντιµετάθεση: αν A→ B\C τότε B → A\C
13. Ανταλλαγή: A/B ↔ B\A
14. Πρόθ./Μετάθεση: A→ B/(B/A), A→ (A\B)\B
15. Μικτή σύνθεση: A/B • C\B → C\A,B/C •B\A→ A/C

Αφού είδαµε τις σηµαντικότερες των κατηγοριακών γραµµατικών, θα δούµε πώς σχετί-
ζονται µε τις ασυµφραστικές γραµµατικές, οι οποίες έχουν κυριαρχήσει τις τελευταίες δε-
καετίες στην υπολογιστική γλωσσολογία.

2.7 Ασυµφραστικές γραµµατικές και κατηγοριακές γραµµατι-
κές

Οι ασυµφραστικές γραµµατικές διατυπώθηκαν από τον Τσόµσκι στην προσπάθειά του
να βρει απλές και «αποκαλυπτικές» γραµµατικές που να παράγουν όλες τις προτάσεις της
αγγλικής και µόνο αυτές τις προτάσεις [31]. Αυτές οι γραµµατικές είναι εξαιρετικά διαδε-
δοµένες τόσο στη γλωσσολογία, καθώς περιγράφουν τη δοµή των φυσικών γλωσσών, όσο
και στην επιστήµη των υπολογιστών, στην περιγραφή των προγραµµατιστικών γλωσσών
και άλλων τυπικών γλωσσών.

Συγκεκριµένα, στη γλωσσολογία, χρησιµοποιείται ευρέως ο όρος γραµµατική φρα-
στικής δοµής, ο οποίος αντιδιαστέλλεται από αυτόν της γραµµατικής εξάρτησης. Στην
επιστήµη των υπολογιστών, οι γραµµατικές φραστικής δοµής είθισται να παρουσιάζονται
στη µορφή Μπάκους-Νάουρ, γνωστότερη ως µορφή BNF.³⁵ Αυτόν τον τρόπο χρησιµοποι-
ήσαµε και εµείς σε κάποιους από τους ορισµούς, όπως στον ορισµό του λ-λογισµού στην
ενότητα 2.6.

Σε ό,τι ακολουθεί θα χρησιµοποιήσουµε τον ακόλουθο συµβολισµό: έστω M ένα µη
κενό σύνολο, το οποίο καλούµε αλφάβητο, του οποίου τα στοιχεία τα καλούµε λέξεις.
Ορίζουµε ως ακολουθία λέξεων ή απλούστερα ακολουθία επί τουM µία πεπερασµένη
(πιθανώς κενή) ακολουθία t1t2...tn στοιχείων τουM. Συµβολίζουµε την κενή ακολουθία
µε το γράµµα ε. Συµβολίζουµε µεM∗ το σύνολο όλων των ακολουθιών επί του αλφαβήτου
M. Το σύνολο όλων των µη κενών ακολουθιών επί του αλφαβήτουM το συµβολίζουµε µε
M+. Πριν ορίσουµε την ελεύθερη συµφραζοµένων γραµµατική, ας δούµε από πού γεννά-
ται: είναι µία τυπική γραµµατική.

³⁴TLG: Type Logical Grammars
³⁵Backus-Naur Form
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Ορισµός 2.7.1. Μία τυπική γραµµατική³⁶ είναι µια τετράδα ⟨T ,N , s, R⟩, όπου

• N αλφάβητο µη τερµατικών συµβόλων

• T αλφάβητο τερµατικών συµβόλων τέτοιο ώστε T ∩ N = ∅

• s το αρχικό σύµβολο

• R σύνολο κανόνων παραγωγής της µορφής α → β, όπου α, β συµβολοσειρές που
περιέχουν τερµατικά και µη τερµατικά σύµβολα.

Οπότε, ο ορισµός 2.4.8 είναι, ουσιαστικά, ένας ορισµός στο πλαίσιο των τυπικών γραµ-
µατικών, όπου το σύστηµα συµπερασµού παίζει το ρόλο του συνόλου των κανόνων παρα-
γωγής. Το αλφάβητο των τερµατικών συµβόλων αντιστοιχεί στις µεταβλητές τις γλώσσας,
δηλαδή εκφράσεις που µπορούν να αλλάξουν µε την εφαρµογή των κανόνων παραγωγής,
ενώ το αλφάβητο των τερµατικών συµβόλων αντιστοιχεί στις σταθερές τις γλώσσας, οι
οποίες δεν µπορούν να αναλυθούν σε απλούστερες µονάδες.

Ορισµός 2.7.2. Η τυπικήγλώσσαL ορίζεται ως το υποσύνολο όλων των πιθανών ακολου-
θιών επί ενός αλφαβήτου Σ, δηλαδή L ⊂ Σ∗. Εάν υπάρχει µια συγκεκριµένη γραµµατική,
έστω G, η οποία παράγει µια γλώσσα, τότε η γλώσσα αυτή συµβολίζεται ως L(G). Δύο
γραµµατικές, έστω G,H , λέγονται ισοδύναµες, εάν παράγουν την ίδια γλώσσα, δηλαδή
αν L(G) = L(H) και ισχυρά ισοδύναµες εάν έχουν ίδια συντακτικά δένδρα.

Αφού ορίσαµε την τυπική γραµµατική, συνεχίζουµε µε τον ορισµό της ασυµφραστικής
γραµµατικής.

Ορισµός 2.7.3. Μία ασυµφραστική γραµµατική είναι µία τετράδα ⟨T ,W, σ,R⟩, όπου T
καιW δύο ξένα πεπερασµένα σύνολα, σ ∈ W καιR ένα πεπερασµένο σύνολο ασυµφρα-
στικών παραγωγών της µορφής α → u, όπου α ∈ W και u ∈ (T ∪ W)∗. Το σύνολο T
είναι το αλφάβητο των τερµατικών συµβόλων, ενώ τοW το αλφάβητο των µη τερµατικών
συµβόλων. Το σύµβολο σ είναι το αρχικό σύµβολο.

Μία γλώσσα λέγεται ασυµφραστική αν και µόνο αν υπάρχει µία ασυµφραστική γραµ-
µατική η οποία την παράγει.

Μία ασυµφραστική γραµµατική είναι στην κανονική µορφή Τσόµσκι αν οι κανόνες
παραγωγής της είναι της µορφής x → y z ή x → a, όπου x, y, z ∈ W και a ∈ T . Μία
ασυµφραστική γραµµατική είναι στην κανονική µορφή Γκρέιµπατς αν οι κανόνες πα-
ραγωγής της είναι της µορφής: w → aw1...wn, όπου w1, ..., wn ∈ W και a ∈ T .

Ιεραρχία Τσόµσκι Ο Τσόµσκι ταξινόµησε τις τυπικές γραµµατικές σύµφωνα µε τον
τύπο των κανόνων παραγωγής τους (πίνακας 2.7). Οι γραµµατικές κατατάσσονται µε αυ-
ξανόµενους περιορισµούς, δηλαδή ισχύει ότι

γραµ. τύπου 3 ⊂ γραµ. τύπου 2 ⊂ γραµ. τύπου 1 ⊂ γραµ. τύπου 0

Να σηµειωθεί ότι οι γραµµατικές παράγουν οµώνυµες γλώσσες εκτός από τις γενικές,
οι οποίες παράγουν τις αναδροµικά απαριθµήσιµες γλώσσες.

Μία σηµαντική έννοια, την οποία δεν εξηγήσαµε, είναι αυτή του συντακτικού δένδρου.
Για να την ορίσουµε, θα παραθέσουµε µερικούς ορισµούς ξεκινώντας από το γράφηµα.³⁷

³⁶Προς αποφυγή συγχύσεων, είναι απαραίτητο να διευκρινίσουµε πως, στο πλαίσιο των τυπικών γραµµατι-
κών του Τσόµσκι, το επίθετο τυπικός αντιστοιχεί στο αγγλικό formal και δεν έχει καµία σχέση µε την αγγλική
λέξη type και τα παράγωγά της.

³⁷Οι ορισµοί που ακολουθούν λαµβάνονται από το [81].
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Τύπος Γραµµατική Μορφή κανόνων παραγωγής
0 γενική α→ β, όπου α, β ∈ (N ∪ T )∗ και α ∈ ε
1 συµφραστική α→ β, όπου α, β ∈ (N ∪T )∗ και |α| ≤ |β|

(µπορεί επιπλέον να επιτρέπεται s→ ε,
όπου s ∈ N )

2 ασυµφραστική A→ α, όπου A ∈ N και α ∈ (N ∪ T )∗
3 κανονική A → w, A → wB ή A → w, A → Bw,

όπου w ∈ T ∗, A,B ∈ N

Πίνακας 2.7: Ιεραρχία Τσόµσκι

Ένα ακατεύθυντο γράφηµα, ή απλώς γράφηµα, είναι ένα σύνολο σηµείων και ένα σύ-
νολο γραµµών οι οποίες συνδέουν µεταξύ τους κάποια από αυτά τα σηµεία. Τα σηµεία
ονοµάζονται κόµβοι ή κορυφές και οι γραµµές ονοµάζονται ακµές. Το πλήθος των ακ-
µών που απολήγουν σε κάποιο συγκεκριµένο κόµβο λέγεται βαθµός του κόµβου αυτού.

Μία διαδροµή σε ένα γράφηµα είναι οποιαδήποτε ακολουθία κόµβων συνδεόµενων
διαδοχικά µεταξύ τους µε ακµές. Αν κάθε κόµβος µιας διαδροµής εµφανίζεται σε αυτή
µία µόνο φορά, η διαδροµή λέγεται απλή. Αν ο πρώτος και ο τελευταίος κόµβος µιας δια-
δροµής ταυτίζονται, η διαδροµή λέγεται κύκλος. Απλός κύκλος είναι κάθε κύκλος που
περιέχει τουλάχιστον τρεις κόµβους, από τους οποίους ταυτίζονται µόνο ο πρώτος και ο
τελευταίος.

Ένα γράφηµα λέγεται συνδεδεµένο αν όλοι οι κόµβοι του συνδέονται ανά δύο µεταξύ
τους µέσω κάποιας διαδροµής. Ένα συνδεδεµένο γράφηµα χωρίς απλούς κύκλους λέγεται
δένδρο. Ένα δένδρο ενδέχεται να περιέχει κάποιο διακεκριµένο κόµβο ο οποίος ονοµάζε-
ται ριζικός κόµβος ή ρίζα. Οι κόµβοι του δένδρου οι οποίοι έχουν βαθµό 1, εκτός από τον
ριζικό, λέγονται καταληκτικοί κόµβοι ή φύλλα.

Ασυµφραστικές καιΑΒγραµµατικές Η σχέση µεταξύ των κλασικών γραµµατικών και
των ασυµφραστικών µελετήθηκε εξ ολοκλήρου, λίγο αφότου ο Μπαρ-Χιλλέλ πρωτοδιατύ-
πωσε τις πρώτες [20]. Αποδείχτηκε ότι κάθε ασυµφραστική γραµµατική άνευ κενής ακο-
λουθία στη µορφή Γκρέιµπατς είναι ισχυρά ισοδύναµη µε µία γραµµατική ΑΒ. Επίσης,
κάθε γραµµατική ΑΒ είναι ισχυρά ισοδύναµη µε µία ασυµφραστική γραµµατική στην κα-
νονική µορφή Τσόµσκι. Άρα, οι κατηγοριακές γραµµατικές ταυτίζονται µε τις γραµµατι-
κές ΑΒ.

L, NL, LP και ασυµφραστικές γραµµατικές Ο Τσόµσκι [32] είχε υποθέσει ότι οι γραµ-
µατικές Λάµπεκ είναι επίσης ισοδύναµες µε τις ασυµφραστικές. Αυτήν την υπόθεση τη
χαρακτήρισε ο Φαν Μπένθεµ [86] ως ένα ανοιχτό πρόβληµα της σύγχρονης µαθηµατικής
γλωσσολογίας. Ο Κόεν [34] απέδειξε ότι κάθε βασική κατηγοριακή γραµµατική, δηλαδή
κάθε ασυµφραστική γραµµατική, είναι ισοδύναµη µε µία γραµµατική Λάµπεκ. O Μπου-
σκόφσκι [28] απέδειξε ότι κάποια είδη γραµµατικών Λάµπεκ, όπως αυτή µε µόνο ένα σύν-
δεσµο L\ ή L/ καλούµενη και µονοκατεύθυντη, είναι ασυµφραστικές γραµµατικές.

Ο Πέντους [69] απέδειξε ότι οι γραµµατικές Λάµπεκ παράγουν µόνο τις ασυµφραστι-
κές γλώσσες. Θεωρώντας τις υποθέσεις των ακολουθητών ως πολυσύνολα,³⁸ απεδείκνυε
το ίδιο και για τον LP. Άρα, οι L και LP είναι ισοδύναµες µε τις ασυµφραστικές γραµµα-
τικές που δεν περιέχουν την κενή ακολουθία. Ο Καντούλσκι [47] απέδειξε ότι ο NL είναι

³⁸Είναι ο εναλλακτικός τρόπος σχηµατισµού του LP, όπως τον περιγράψαµε στην ενότητα 2.6.
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ισοδύναµος µε τις ασυµφραστικές γραµµατικές. Σε απάντηση όλων αυτών, ο Τίντε [84]
απέδειξε ότι ο L δεν είναι ισχυρά ισοδύναµος µε τις ασυµφραστικές γραµµατικές.

Ο Σίµπερ στην εργασία του [80] απέδειξε ότι οι φυσικές γλώσσες είναι ελαφρώς ασυµ-
φραστικές και, κατά συνέπεια, θα πρέπει να βρούµε κάποιον άλλο φορµαλισµό για να τις
περιγράψουµε. Εφόσον είναι και οι κατηγοριακές γραµµατικές που είδαµε µέχρι τα τώρα
ασυµφραστικές θα πρέπει να κατασκευάσουµε νέες ισχυρότερες. Ας δούµε τη θέση των
φυσικών γλωσσών στην ιεραρχία Τσόµσκι.

..

αναδροµικά απαριθµήσιµες

.

ασυµφραστικές

.
συµφραστικές

.

κανονικές

.

φυσικές
γλώσσες

Σχήµα 2.2: Η θέση των φυσικών γλωσσών στην ιεραρχία Τσόµσκι

Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Μόορτγκατ και Μόοτ, αναγνωρίζοντας τη φύση των
φυσικών γλωσσών µε τις εργασίες τους στις πολυτροπικές κατηγοριακές γραµµατικές
[56][63] και στο λογισµό Λάµπεκ-Γκρίσιν [58][59], προσπαθούν να ισχυροποιήσουν τις κα-
τηγοριακές γραµµατικές. Οχώρος δεν επιτρέπει να επεκταθούµε σχετικάµε αυτές. Απλώς,
αναφέρουµε ότι το κλειδί στην κατασκευή αυτών είναι η έννοια της υπολειµµατικότητας
όπως την ορίσαµε στην ενότητα 2.5, η οποία επιτρέπει την εισαγωγή οµάδων τροπικών
συνδέσµων,³⁹ µονοµελών ή διµελών, οι οποίοι ορίζονται µέσω υπολειµµατικών τριάδων.

³⁹Στο επόµενο κεφάλαιο, θα διευκρινιστεί η έννοια της τροπικότητας στην αποδεικτική θεωρία.
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Κεφάλαιο 3

Γραµµική λογική και κατηγοριακές
γραµµατικές

Η γραµµική λογική, η οποία εισήχθη από το Ζιράρ το 1987 [40], µπορεί να θεωρηθεί
ως ένα παράδειγµα λογικής συνειδητής ως προς τους πόρους της: οι φόρµουλες αντιπρο-
σωπεύουν τύπους κάποιων πόρων και οι πόροι δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν κατά
βούληση. Δηλαδή, δοθέντος του ακολουθητή A,A ⊢ B, έχουµε ότι: χρησιµοποιούµε δύο
δεδοµένα (πόρους) τύπου A ώστε να λάβουµε ένα δεδοµένο τύπου B.

Αυτή η συνείδηση ως προς τους πόρους υπήρξε αναµφισβήτητα πόλος έλξης για τους
γλωσσολόγους, καθώς οι πόροι αυτοί µπορούν κάλλιστα να θεωρηθούν προτάσεις µιας
γλώσσας. Παραδείγµατος χάρη, η γραµµική λογική είναι σε θέση να περιγράψει τον τρόπο
µε τον οποίο µία αλληλουχία λέξεων παράγει µία ακολουθία πόρων που µπορεί να κατα-
ναλωθεί για να δοµήσει τη συντακτική ανάλυση µιας πρότασης. Επίσης, πώς τα νοήµατα
των λέξεων παρέχουν µία πλειάδα πόρων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να δο-
µήσουν το νόηµα µιας πρότασης.

Βέβαια, η γραµµική λογική δε δηµιουργήθηκε αρχικά ως λογική των πόρων, αλλά προ-
ήλθε από αναζητήσεις σχετικά µε το ρόλο των αποδείξεων στη λογική. Όπως το θέτει ο
Ζιράρ, η γραµµική λογική προέρχεται από µία ανάλυση της συνήθους λογικής από τη σκοπιά
της αποδεικτικής θεωρίας [41]. Και εδώ, η βαρύτητα δίνεται στην απόδειξη. Το ερώτηµα δεν
είναι πότε αληθεύει το A, αλλά ποια είναι η απόδειξη του A.

3.1 Από τη Θεωρία Κατηγοριών στη γραµµική λογική

Η θεµελιώδης ιδέα µιας κατηγορικής αντιµετώπισης της αποδεικτικής θεωρίας, όπως
είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο, είναι ότι οι προτάσεις θα πρέπει να ερµηνευθούν ως αντι-
κείµενα µιας κατηγορίας και οι αποδείξεις ως µορφισµοί. Οι αποδεικτικοί κανόνες αντι-
στοιχούν σε φυσικούς ισοµορφισµούς µεταξύ κατάλληλων συναρτητών οµοµορφισµών
(hom-functor). Πώς ορίζεται, τώρα, η γραµµική λογική βάσει της ιδέας αυτής;

Παραθέτουµε το κατηγορικό µοντέλο που προτείνει ο Μπίρµαν στην εργασία του [24].

Ορισµός 3.1.1. Μία γραµµική κατηγορία C αποτελείται από

1. Μία συµµετρική µονοειδή κλειστή κατηγορία C µαζί µε

2. ένα συµµετρικό µονοειδικό συµµοναδοειδές (!, ε, δ,mA,B,mI) τέτοιο ώστε
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(i) Για κάθε ελεύθερη !-συνάλγεβρα¹ (!A, δA) να υπάρχουν δύο διακεκριµένοι µο-
νοειδείς φυσικοί µετασχηµατισµοί µε συστατικά eA :!A→ I και dA :!A→!A⊗!A2,
οι οποίοι συναπαρτίζουν ένα αντιµεταθετικό συµµονοειδές και είναι συναλγε-
βρικοί µορφισµοί,

(ii) Όποτε f : (!A, δA) → (!B, δB) συναλγεβρικός µορφισµός µεταξύ ελεύθερων συ-
ναλγεβρών, τότε είναι επίσης συµµονοειδής µορφισµός.

Ο Μπίρµαν στην εργασία του, την οποία αναφέραµε, αναλύει διεξοδικά την κατα-
σκευή αυτή µε αντιµεταθετικά διαγράµµατα που επιβεβαιώνουν το καλώς ορισµένο του
ορισµού. Έτσι, προκύπτει το θεώρηµα που περιγράφει ένα τµήµα της γραµµικής λογικής
βάσει της θεωρίας κατηγοριών.

Θεώρηµα 3.1.2. Μία γραµµική κατηγορία C είναι ένα κατηγορικό µοντέλο της πολλαπλα-
σιαστικής εκθετικής γραµµικής λογικής (MELL).²

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [24].

Έτσι, λοιπόν, µεταβαίνουµε από τη Θεωρία Κατηγοριών στη γραµµική λογική. Ακο-
λούθως, θα µεταβούµε από τις κατηγοριακές γραµµατικές στη γραµµική λογική. Πρώτα,
όµως, θα παρουσιάσουµε εν συντοµία τη γραµµική λογική.

3.2 Ορισµοί

Η γραµµική λογική προκύπτει από την αφαίρεση των δοµικών, µη γραµµικών, κανό-
νων από τη διαισθητική λογική, γι’αυτό και λέγεται υποδοµική λογική.³ Αφαιρούνται,
λοιπόν, οι κανόνες της εξασθένισης και της συστολής

Γ ⊢ B W
Γ, A ⊢ B

Γ, A,A ⊢ B
C

Γ, A ⊢ B
Από τη µεριά των γλωσσολογικών εφαρµογών, η απουσία των δύο αυτών δοµικών κανό-
νων µοιάζει µια καλή αφετηρία, αφού, σε γενικές γραµµές, το πλήθος των εµφανίσεων
µιας λέξης µέσα σε µια πρόταση σχετίζεται άµεσα µε τη γραµµατικότητα της πρότασης
αυτής.

Και σε αυτήν τη λογική ισχύει το Hauptsaĵ του Γκέντζεν και, µάλιστα, η απόδειξή του
είναι απλούστερη λόγω της απουσίας των δύο αυτών δοµικών κανόνων. Η ιδιότητα απα-
λοιφής της τοµής έχει πάντα βέβαια δύο ευχάριστα επακόλουθα: τη συνέπεια του συστή-
µατος και την ιδιότητα της υποφόρµουλας.

Η γραµµική λογική υιοθετεί τελείως διαφορετικά σύµβολα από την παραδοσιακή λο-
γική. Το εντυπωσιακότερο γεγονός είναι ότι υπάρχουν δύο µορφές σύζευξης (⊗ και &) και
δύο µορφές διάζευξης (` και ⊕). Υπάρχουν, επίσης, δύο µορφές αλήθειας (⊤ και 1) και
δύο µορφές ψεύδους (⊥ και 0). Τέλος, υπάρχουν δύο µορφές συνεπαγωγής (( και ›). Ας
δούµε, όµως, τα σύµβολα της γραµµικής λογικής, τη σηµασία τος και τι ρόλο παίζουν στο
σύστηµα συµπερασµού µας.

Γραµµική συνεπαγωγή:(
Το A( B σηµαίνει πως µπορούµε να καταναλώσουµε έναν πόρο A για να παραγά-
γουµε έναν πόρο B.⁴

¹Ένα απλό παράδειγµα συνάλγεβρας είναι η συνάρτηση Z
n7→(n−1,n+1)−−−−−−−−−→ Z× Z.

²MELL:Multiplicative Exponential Linear Logic. Αρκούµαστε σε αυτήν τη λογική, αφού, όπως θα δούµε, θα
ασχοληθούµε κυρίως µε ένα της κοµµάτι.

³Είναι προφανές πως και ο NL αποτελεί υποδοµική λογική, αφού στερείται δοµικών κανόνων.
⁴Η αντίστροφη γραµµική συνεπαγωγή › λειτουργεί µε αντίστοιχο τρόπο.
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Άρνηση: ⊥
ΤοA⊥ σε γενικές γραµµές συµβολίζει αυτό που θα καταναλώσει έναν πόροA. Οι πό-
ροι εµφανίζονται κατά ζεύγη, κάπως σαν την ύλη και την αντιύλη. Μία παραγωγή
A συναντά µία υπόθεσηA⊥ και δεν αφήνει τίποτα. Η άρνηση ενός καταναλωτή ταυ-
τίζεται µε την εµφάνιση ενός παραγωγού και αντιστρόφως, έτσι ώστε A⊥⊥ ≡ A.

Τανυστής (πολλαπλασιαστική σύζευξη): ⊗
ΤοA⊗B σηµαίνει ότι οι πόροι καθιστούν διαθέσιµο και τοA και τοB. Αν έχουµε έναν
πόρο A⊗B, µπορούµε να λάβουµε ταυτόχρονα και το A και το B. Άρα A⊗B 0 B.

Παρά (par) (πολλαπλασιαστική διάζευξη): `
Ο σύνδεσµος παρά⁵ είναι σχετικά δυσερµήνευτος. Μπορεί να ιδωθεί ως µία επισή-
µανση ότι A( B µπορεί να οριστεί ως A⊥ `B, δηλαδή ότι είτε έχουµε κάτι το οποίο
ζητά να καταναλώσει έναν πόρο A είτε παράγουµε έναν πόρο B. Μπορούµε να πα-
ραφράσουµε το A`B ως αν δεν έχεις ένα A, τότε έχεις ένα B και αντιστρόφως.

Με (προσθετική σύζευξη): &
Το A&B σηµαίνει ότι οι πόροι µας καθιστούν το A διαθέσιµο και µπορούν να κατα-
στήσουν το B διαθέσιµο, αλλά όχι και τα δύο ταυτόχρονα. Με αποδεικτικούς όρους,
οι προκείµενες επιτρέπουν µία απόδειξη του A και επιτρέπουν επίσης µία διαχω-
ρισµένη απόδειξη του B. Επειδή, όµως, οι αποδείξεις καταναλώνουν προκείµενες,
δεν µπορούµε να διενεργήσουµε τις αποδείξεις µαζί χρησιµοποιώντας µόνο αυτό το
σύνολο των προκειµένων. Αυτό ενίοτε ονοµάζεται εσωτερική επιλογή: επιλέγουµε
είτε τη λήψη του A είτε τη λήψη του B.

Συν (προσθετική διάζευξη): ⊕
Το A ⊕ B σηµαίνει ότι οι πόροι καθιστούν είτε το A είτε το B διαθέσιµο, αλλά δε
γνωρίζουµε ποιο. Αυτό τιτλοφορείται συνήθως ως εξωτερική επιλογή.

Φυσικά: !
Το !A (στα αριστερά του ⊢) ερµηνεύεται ως ένας τυχαίος αριθµός εµφανίσεων της
φόρµουλας A, όπου επιλέγουµε εµείς πόσες θα είναι οι εµφανίσεις αυτές. Συνεπώς,
µπορούµε να παραγάγουµε όσα αντίγραφα του πόρουA θέλουµε συµπεριλαµβανο-
µένων των µηδενικών αντιγράφων.

Γιατί όχι: ?
Το ?A (στα αριστερά του ⊢) ερµηνεύεται ως µια άγνωστη ποσότητα εµφανίσεων της
φόρµουλας A. Εποµένως, µπορούµε να καταναλώσουµε όσα αντίγραφα του πόρου
A θέλουµε συµπεριλαµβανοµένων των µηδενικών αντιγράφων.

Μονάδα: 1
Το ταυτοτικό στοιχείο του τανυστή, δηλαδή (A⊗1) ≡ A. Η µονάδα είναι ο στοιχειώδης
πόρος που µπορεί να παραχθεί αφ’εαυτού. Με άλλα λόγια, εάν µια συλλογή πόρων
παράγει το 1 (και τίποτα άλλο), τότε µπορούµε να καταναλώσουµε, να εξοβελίσουµε
αυτήν τη συλλογή πόρων.

Κορυφή: ⊤
Το ταυτοτικό στοιχείο του &, έτσι ώστε (A & ⊤) ≡ A. Η κορυφή καταναλώνει όλους
τους πόρους.

⁵Το par το µεταφράζουµε ως παρά ακολουθώντας την εννοιολογική νύξη του Τροέλστρα [85], ο οποίος το
εξηγεί ως σύντµηση της παράλληλης διάζευξης.
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Αδύνατο: 0
Το ταυτοτικό στοιχείο του ⊕, δηλαδή (A ⊕ 0) ≡ A. Αντιστοιχεί στον αδύνατο πόρο,
έτσι ώστε η εξωτερική επιλογή µεταξύ A και 0 να δίνει πάντα A. Ισχύει επίσης ότι
0 ≡ ⊤⊥. Εφόσον το ⊤ καταναλώνει όλους τους πόρους, το 0 παράγει όλους τους πό-
ρους. Από αυτήν τη σκοπιά, µοιάζει µε το λογικό ψεύδος, από το οποίο οποιοδήποτε
συµπέρασµα µπορεί να προκύψει.

Πυθµένας: ⊥
Το ταυτοτικό στοιχείο του`, δηλαδή (A`⊥) ≡ A. Είναι επίσης το δυϊκό του 1, δηλαδή
1⊥ ≡ ⊥.

Οι σύνδεσµοι ⊗,`,( µαζί µε τα ουδέτερα στοιχεία 1 και ⊥, των ⊗ και ` αντίστοιχα, λέ-
γονται πολλαπλασιαστικοί. Οι σύνδεσµοι & και ⊕ µαζί µε τα ουδέτερα στοιχεία ⊤ και 0,
των & και ⊕ αντίστοιχα, λέγονται προσθετικοί. Οι σταθερές ! και ? λέγονται εκθετικά.⁶

πολλαπλασιαστικοί
προσθετικοί →

{
(
 ∧

{
⊗
& ∨

{ `
⊕ ⊤

{
1
⊤ ⊥

{
⊥
0

Πίνακας 3.1: Σύνδεσµοι και σταθερές της γραµµικής λογικής

Παρακάτω (πίνακας 3.2), βλέπουµε τον ακολουθητικό λογισµό για την (προτασιακή)
ILL.⁷ Παρατηρούµε την απουσία της πολλαπλασιαστικής διάζευξης `. Αυτό συµβαίνει
επειδή ο σύνδεσµος αυτός απαιτεί πάνω από µία φόρµουλες στα δεξιά της µπάρας, κάτι
το οποίο απαγορεύει η συγκεκριµένη λογική.

αξίωµα
A ⊢ A

Γ ⊢ A A,∆ ⊢ B τοµή
Γ,∆ ⊢ B

Γ, A,B,∆ ⊢ C ανταλλαγή
Γ, B,A,∆ ⊢ C

Γ ⊢ A ∆, B ⊢ C (L
Γ,∆, A( B ⊢ C

Γ, A ⊢ B (R
Γ ⊢ A( B

Γ, A,B ⊢ C ⊗L
Γ, A⊗B ⊢ C

Γ ⊢ A ∆ ⊢ B ⊗R
Γ,∆ ⊢ A⊗B

Γ, A ⊢ C &L1Γ, A&B ⊢ C
Γ, B ⊢ C &L2Γ, A&B ⊢ C

Γ ⊢ A Γ ⊢ B &RΓ ⊢ A&B

Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C ⊕L
Γ, A⊕B ⊢ C

Γ ⊢ A ⊕R1Γ ⊢ A⊕B
Γ ⊢ B ⊕R2Γ ⊢ A⊕B

Γ ⊢ B WLΓ, !A ⊢ B
Γ, !A, !A ⊢ B

CLΓ, !A ⊢ B
Γ, A ⊢ B παραµέλησηL
Γ, !A ⊢ B

!Γ ⊢ A προβιβασµόςL
!Γ ⊢!A

Γ ⊢ A 1LΓ, 1 ⊢ A
1R⊢ 1

0LΓ, 0 ⊢ A ⊤RΓ ⊢ ⊤

Πίνακας 3.2: Ακολουθητικός λογισµός για τη διαισθητική γραµµική λογική (ILL)

⁶Τα εκθετικά ως έννοιες αντιστοιχούν ακριβώς σε αυτές των µονοµελών συνδέσµων της τροπικής λογικής.
⁷ILL: Intuitionistic Linear Logic
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Σηµείωση Γενικώς, όταν αναφερόµαστε στις λογικές, ακολουθώντας τη βιβλιογραφία,
θεωρούµε πάντα πως είναι µηδενικού βαθµού. Όταν ο βαθµός είναι 1 ή 2, η αντίστοιχη
λογική συµβολίζεται µε έναν δείκτη που υποδεικνύει το βαθµό. Επίσης, σύνηθες είναι να
µην αναφέρεται ούτε η απουσία των εκθετικών στη διατύπωση των λογικών, σύµβαση την
οποία θα ακολουθήσουµε κι εµείς χάριν απλότητας.

Ένα από τα σηµαντικότερα ερωτήµατα που θέτουµε σε ένα λογικό σύστηµα είναι αν αυτό
είναι συνεπές, δηλαδή αν υπάρχουν ακολουθητές που είναι µη αποδείξιµοι στη λογική
αυτή. Στον ακολουθητικό λογισµό για τη γραµµική λογική, όπως αποδεικνύουν τόσο ο
Ρόορντα [76] όσο και ο Τροέλστρα [85], µπορούµε να απαλείψουµε τον κανόνα της τοµής.
Αυτό, βέβαια, όπως έχουµε πει και πρωτύτερα, συνεπάγεται ότι το συγκεκριµένο λογικό
σύστηµα είναι συνεπές, καθώς επίσης ότι ισχύει η ιδιότητα της υποφόρµουλας.

Πριν προχωρήσουµε στη σχέση κατηγοριακών γραµµατικών και γραµµικής λογικής,
αξίζει να αναφέρουµε ότι η IMLL έχει το φυσικό συµπερασµό ως εναλλακτική διατύπωση.
Εποµένως, ισχύει ο ισοµορφισµός Curry-Howard, αν θεωρήσουµε µία σηµασιολογικά επι-
σηµασµένη εκδοχή του φυσικού συµπερασµού, αντιστοίχως όπως την ορίσαµε στο δεύ-
τερο κεφάλαιο για τον LP.

Κανονικοποίηση Ηδιαισθητική γραµµική λογική είναι ισχυρά κανονικοποιήσιµη, αφού
ικανοποιείται η απαλοιφή της τοµής. Την απόδειξη αυτού τη διατύπωσε ο Ζιράρ µε τη βο-
ήθεια των δικτύων αποδείξεων στο άρθρο όπου εισήγαγε τη γραµµική λογική. Επίσης,
στη γραµµική λογική ισχύει η συµβολή, δηλαδή το θεώρηµα Church-Rosser, οπότε κάθε
απόδειξη έχει µοναδική κανονική µορφή.

3.3 Γραµµική λογική και Λογισµός Λάµπεκ

Ένα από τα κύρια προβλήµατα στην εφαρµογή της γραµµικής λογικής στη γλωσσολο-
γία είναι η καθολική διαθεσιµότητα του κανόνα της µετάθεσης. Συνεπώς, αυτός θα πρέπει
τουλάχιστον να περιοριστεί, όπως αυτοί της συστολής και της εξασθένισης στη γραµµική
λογική.

Ο Αµπρούσι [13], µετά την εµφάνιση της γραµµικής λογικής, διείδε πως ο Λογισµός
Λάµπεκ αποτελεί ένα µέρος της. Έτσι, διατύπωσε τον ακολουθητικό λογισµό της µη αντι-
µεταθετικής διαισθητικής λογικής.⁸

Ορισµός 3.3.1. Η γλώσσα L(NC-ILL) του ακολουθητικού λογισµού για τη διαισθητική
γραµµική προτασιακή λογική ορίζεται ως εξής:

i. Το αλφάβητο της L(NC-ILL) αποτελείται από τα ακόλουθα σύµβολα:

• τις προτασιακές µεταβλητές a, b, c, ...
• τις προτασιακές σταθερές 1,⊤
• τους µονοµελείς συνδέσµους ⊥(πριν), ⊥(µετά), !, ?
• τους διµελείς συνδέσµους ⊗,&,⊕,(,›
• το ακολουθητικό σύµβολο ⊢ και τα συνήθη βοηθητικά σύµβολα

ii. Οι φόρµουλες της L(NC-ILL) ορίζονται επαγωγικά ως εξής:

• κάθε προτασιακή µεταβλητή είναι µια φόρµουλα

⁸NC-ILL: Non-Commutative Intuitionistic Linear Logic
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• οι 1 και ⊤ είναι φόρµουλες
• αν A είναι φόρµουλα, τότε A⊥,⊥A, !A, ?A είναι φόρµουλες
• αν A και B είναι φόρµουλες, τότε A ⊗ B,A ⊕ B,A & B,A ( B και A › B είναι

φόρµουλες
• τίποτα άλλο δεν είναι φόρµουλα

iii. Οι ακολουθητές της L(NC-ILL) ορίζονται ως εξής:

• Γ ⊢ A και Γ ⊢ είναι ακολουθητές, όπου Γ πεπερασµένη ακολουθία φορµουλών
της γλώσσας L(NC-ILL) και A φόρµουλα.

Βασικοί κανόνες

αξίωµα
A ⊢ A

Γ ⊢ A Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆ τοµή
Γ1,Γ,Γ2 ⊢ ∆

Κανόνες

⊥(µετά) Γ ⊢ A ⊥(µετά)L
Γ, A⊥ ⊢

A,Γ ⊢ ⊥(µετά)R
Γ ⊢ A⊥

⊥(πριν) Γ ⊢ A ⊥(πριν)L⊥A,Γ ⊢
Γ, A ⊢ ⊥(πριν)R
Γ ⊢⊥ A

1 Γ ⊢ ∆ 1L1Γ, 1 ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆ 1L21,Γ ⊢ ∆

1R⊢ 1

⊤ ⊤
Γ ⊢ ⊤

⊗ Γ1, A,B,Γ2 ⊢ ∆ ⊗L
Γ1, (A⊗B),Γ2 ⊢ ∆

Γ1 ⊢ A Γ2 ⊢ B ⊗R
Γ1,Γ2 ⊢ A⊗B

& Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆ &L1Γ1, (A&B),Γ2 ⊢ ∆
Γ ⊢ A Γ ⊢ B &RΓ ⊢ A&B

Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ &L2Γ1, (A&B),Γ2 ⊢ ∆

⊕ Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆ Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ ⊕L
Γ1, (A⊕B),Γ2 ⊢ ∆

Γ ⊢ A ⊕R1Γ ⊢ A⊕B
Γ ⊢ B ⊕R2Γ ⊢ A⊕B

( Γ ⊢ A Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ (L
Γ1,Γ, (A( B),Γ2 ⊢ ∆

A,Γ ⊢ B (R
Γ ⊢ A( B

› Γ ⊢ A Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ ›L
Γ1,Γ, (A› B),Γ2 ⊢ ∆

A,Γ ⊢ B ›R
Γ ⊢ A› B

!
Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆

!LΓ1, !A,Γ2 ⊢ ∆
!Γ ⊢ A !R!Γ ⊢!A

Γ ⊢ ∆ !WΓ, !A ⊢ ∆

Γ1, !A, !A,Γ2 ⊢ ∆
!CΓ1, !A,Γ2 ⊢ ∆

Γ1, !A, !B,Γ2 ⊢ ∆
!EΓ1, !B, !A,Γ2 ⊢ ∆

?
!Γ, A ⊢?∆

?L!Γ, ?A ⊢?∆
Γ ⊢ A ?RΓ ⊢?A

Γ ⊢ ?WΓ ⊢?A

Πίνακας 3.3: Ακολουθητικός λογισµός: πλήρης µη αντιµεταθετική διαισθητική προτα-
σιακή γραµµική λογική
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Βασιζόµενοι στον ορισµό του Αµπρούσι, οι ασχολούµενοι µε τις κατηγοριακές γραµ-
µατικές, θεωρούν πως ο L ταυτίζεται µε ένα µέρος της NC-ILL, το πολλαπλασιαστικό και
ελεύθερο εκθετικών. Έτσι, ο L µπορεί να παρουσιάζεται ως NC-IMLL.⁹ Ας ορίσουµε, λοι-
πόν, εκ νέου το Λογισµό Λάµπεκ µε όρους γραµµικής λογικής αυτήν τη φορά.¹⁰

Βασικοί κανόνες

αξίωµα
A ⊢ A

Γ ⊢ A Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆ τοµή
Γ1,Γ,Γ2 ⊢ ∆

Κανόνες για το ⊗ (≡ •)
Γ1, A,B,Γ2 ⊢ ∆ ⊗L

Γ1, (A⊗B),Γ2 ⊢ ∆

Γ1 ⊢ A Γ2 ⊢ B ⊗R
Γ1,Γ2 ⊢ A⊗B

Κανόνες για το› (≡ /)

Γ ⊢ A Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ ›L
Γ1,Γ, (A› B),Γ2 ⊢ ∆

A,Γ ⊢ B ›R
Γ ⊢ A› B

Κανόνες για το( (≡ \)
Γ ⊢ A Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ (L
Γ1,Γ, (A( B),Γ2 ⊢ ∆

A,Γ ⊢ B (R
Γ ⊢ A( B

Πίνακας 3.4: L: Μη αντιµεταθετική πολλαπλασιαστική διαισθητική προτασιακή γραµµική
λογική

Ας δούµε µερικά παραδείγµατα λογικών τύπων του Λογισµού Λάµπεκ και πώς µετα-
φράζονται στο λογικό σύστηµα που ορίσαµε, ξεκινώντας από τους βασικούς τύπους np,
pp και s.

Αµετάβατο ρήµα: np\s np( s
Μεταβατικό µονόπτωτο ρήµα: (np\s)/np (np( s) › np
Μεταβατικό δίπτωτο ρήµα: ((np\s)/np)/pp ((np( s) › np) › pp
Επίρρηµα: (np\s)\(np\s) (np( s)( (np( s)
Πρόθεση: pp/np pp› np

Παράδειγµα 3.3.2. Έστω η πρόταση ο Γιάννης έδωσε στη Μαρία µία συµβουλή. Αν θεωρή-
σουµε ότι

• ο Γιάννης→ np

• έδωσε→ ((np( s) › np) › pp

• στη Μαρία→ pp

• µία συµβουλή→ np

έχουµε ότι

⁹NC-IMLL: Non-commutative Intuitionistic Mutliplicative Linear Logic. Ακριβέστερα, ο L ταυτίζεται µε την
NC-IMLL∗, αφού εξ ορισµού το σύνολο των προκειµένων ενός ακολουθητή δεν µπορεί να είναι κενό.

¹⁰Τον ορισµό αυτόν τον λαµβάνουµε από την Καζάντιο [30].
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ο Γιάννης
np

έδωσε
((np( s) › np) › pp

στη Μαρία
pp

(np( s) › np
µία συµβουλή

np
np( s

s

Μετά την παρουσίαση του L στο πλαίσιο της γραµµικής λογικής, µπορούµε να δούµε τον
τρόπο µε τον όποιο διαµορφώνονται και ο LP. Παρατηρούµε ότι εάν αφαιρέσουµε τον πε-
ριορισµό της µη αντιµεταθετικότητας, επιστρέφουµε στον LP (πίνακας 3.5), ο οποίος αντι-
στοιχεί στην IMLL. Διατυπωµένος µε αυτόν τον τρόπο, ο LP δεν απαιτεί δύο συνεπαγω-
γές, αλλά µία, χάρη ακριβώς στον κανόνα της µετάθεσης της κατηγοριακής γραµµατικής,
δηλαδή του δοµικού κανόνα της ανταλλαγής της γραµµικής λογικής. Πράγµατι, εφόσον
ισχύει ότι A⊗B ↔ B ⊗A, τότε αποδεικνύεται εύκολα ότι A( B ↔ B › A.

Βασικοί κανόνες

αξίωµα
A ⊢ A

Γ ⊢ A Γ1, A,Γ2 ⊢ ∆ τοµή
Γ1,Γ,Γ2 ⊢ ∆

Δοµικοί κανόνες
Γ, A,B,Γ′ ⊢ C µετάθεση
Γ, B,A,Γ′ ⊢ C

Κανόνες για το ⊗ (≡ •)
Γ1, A,B,Γ2 ⊢ ∆ ⊗L

Γ1, (A⊗B),Γ2 ⊢ ∆

Γ1 ⊢ A Γ2 ⊢ B ⊗R
Γ1,Γ2 ⊢ A⊗B

Κανόνες για το( (≡ \)
Γ ⊢ A Γ1, B,Γ2 ⊢ ∆ (L
Γ1,Γ, (A( B),Γ2 ⊢ ∆

A,Γ ⊢ B (R
Γ ⊢ A( B

Πίνακας 3.5: LP: Πολλαπλασιαστική διαισθητική γραµµική λογική

Όπως θα παρατηρήθηκε, τα µελετώµενα λογικά συστήµατα δεν περιέχουν προσθε-
τικούς συνδέσµους, µοναδιαία στοιχεία και εκθετικά. Το γεγονός αυτό οφείλεται κυρίως
στην ανάγκη απλούστευσης των συστηµάτων, έτσι ώστε να αυξάνεται η ευχρηστία τους,
και όχι στο ότι αυτά τα επιπλέον σύµβολα δεν έχουν γλωσσολογική αξία.

Προσθετικοί σύνδεσµοι

Σύµφωνα µε το Μόοτ, η πρωτότυπη γλωσσολογική χρησιµότητα των προσθετικών συν-
δέσµων θα ήταν η περίπτωση της λεξικής αµφισηµίας [62]. Δηλαδή, δοθείσης µιας λέξης
στην οποία αντιστοιχούν δύο φόρµουλες, έστω A,B, µπορούµε να της αποδώσουµε µόνο
µία: τηνA&B. Έτσι, µεταφέρουµε την αµφισηµία από το λεξικό στο λογικό µας σύστηµα.
Παραδείγµατος χάρη, το ρήµα πιστεύω µπορεί κατά περίπτωση να εκφράζει µια σχέση
είτε µεταξύ δύο προσώπων είτε µεταξύ ενός προσώπου και µιας δήλωσης, όπου στη γραµ-
µατική µας ερµηνεύεται ως πρόταση s:

(1) Ο Πέτρος πιστεύει τον Κώστα.

(2) Ο Πέτρος πιστεύει ότι ο Κώστας τον εµπιστεύεται.

Μπορούµε να αντιστοιχήσουµε στο ρήµα δύο τύπους
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• πιστεύει→ np( (np( s)

• πιστεύει→ s( (np( s)

ή να επωφεληθούµε του προσθετικού συνδέσµου και να έχουµε

• πιστεύει→ np( (np( s) & s( (np( s).

Χρησιµοποιώντας τώρα το θεώρηµα (A( C)& (B( C) ⊢ (A⊕B)( C, καταλήγουµε σε
µία συµπαγέστερη λεξικολογική καταχώρηση για το δοθέν ρήµα:

• πιστεύει→ (s⊕ np)( (np( s).

Συνεπώς, οι προσθετικοί σύνδεσµοι µπορούν να µας διευκολύνουν γεφυρώνοντας το χά-
σµα µεταξύ του λεξικού και του συστήµατος λογικής που υιοθετούµε, αλλά δεν κρίνεται
απαραίτητη η παρουσία τους, γι’αυτόν το λόγο εκλείπουν από τις διατυπώσεις των κατη-
γοριακών γραµµατικών µε όρους γραµµικής λογικής.

Μοναδιαία στοιχεία

Σύµφωνα ξανά µε τον Μόοτ [62], η µονάδα (1) της γραµµικής λογικής µπορεί να χρησι-
µεύσει σε ένα φαινόµενο που απαντάται και στην ελληνική γλώσσα: αυτό της παράλειψης
της προσωπικής αντωνυµίας, όπως είδαµε στο δεύτερο κεφάλαιο της εργασίας. Αν έχουµε
το ρήµα υπάρχω, τότε µπορούµε να πούµε ότι έχει τον τύπο (np( s)&s. Αν εφαρµόσουµε
πάλι το θεώρηµα που προαναφέραµε έχουµε ότι

υπάρχω→ (np( s) & s = (np⊕ 1)( s.

Η γενική µέθοδος που ακολουθούµε εδώ συνίσταται στο ότι η φόρµουλα A ⊕ 1 αναπα-
ριστά ένα προαιρετικό όρισµα τύπου A. Συνεπώς, όταν θα υπάρχουν πολλά προαιρετικά
ορίσµατα, η συγκεκριµένη αναπαράσταση αυτών καθίσταται οικονοµικότερη από την πε-
ρίπτωση όπου δε θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τις σταθερές που µας παρέχει η
γραµµική λογική. Παρόλη τη χρησιµότητά τους, ούτε τα µοναδιαία στοιχεία εµφανίζονται
στις διατυπώσεις των κατηγοριακών γραµµατικών εντός των συµφραζοµένων της γραµ-
µικής λογικής.

Σηµείωση Αξίζει να αναφερθεί ότι αρκετές έρευνες της σχέσης Λογισµού Λάµπεκ και
γραµµικήςλογικής, όπου αναλύονται διεξοδικά πολλές πτυχές του ζητήµατος αυτού, έχουν
εκπονηθεί από το Ρετορέ [73][74].

3.4 Από τη διαισθητική στην κλασική γραµµική λογική

Η διαισθητική γραµµική λογική υπήρξε η νέα «γλώσσα» των κατηγοριακών γραµµα-
τικών. Γρήγορα όµως, ανέκυψε η ανάγκη µετάβασης στην κλασική γραµµική λογική και
ξανά πίσω στη διαισθητική, έτσι ώστε να υπάρχει µια ισχυρή θεµελίωση των δικτύων απο-
δείξεων που σχετίζονται µε αυτήν. Θα δούµε πρώτα αυτήν τη µετάβαση για να µπορέ-
σουµε να κατανοήσουµε καλύτερα τα δίκτυα αποδείξεων.¹¹

Λαµβάνουµε, λοιπόν, το αλφάβητο τηςL(NC-ILL), όπως το ορίσαµε στην προηγούµενη
ενότητα και προχωράµε στην ανάπτυξη της NC-MLL, δηλαδή της πολλαπλασιαστικής
µη αντιµεταθετικής (κλασικής) γραµµικής λογικής. Εφόσον επιστρέφουµε στην κλασική

¹¹Υιοθετούµε τη µετάβαση την οποία ακολουθεί η Καζάντιο [30], δηλαδή από τον L στηνNC-MLL. Οι Ρετορέ
και Λαµάρς [50] ακολουθούν την οδό από τον LP στην MLL.
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λογική, δεν υφίσταται πια ο περιορισµός της διαισθητικής λογικής: τώρα επιτρέπονται
παραπάνω από µία φόρµουλες στα δεξιά της µπάρας. Επίσης, ισχύουν οι κλασικοί λογικοί
νόµοι, όπως αυτοί του Ντε Μόργκαν και της διπλής άρνησης, αν και ο τελευταίος είναι λίγο
διαφοροποιηµένος λόγω των δύο ειδών άρνησης που διαθέτουµε. Έχουµε τον ακόλουθο
ορισµό του ακολουθητή στο µονοπλευρικό ακολουθητικό λογισµό:

⊢ Γ είναι ένας ακολουθητής αν και µόνο αν η Γ είναι µία πεπερασµένη ακολουθία
φορµουλών του NC-MLL.

Ένα βασικό χαρακτηριστικό της µη αντιµεταθετικής γραµµικής λογικής είναι η παρουσία
δύο αρνήσεων:

• µεταάρνηση του A ≡ A⊥

• προάρνηση του A ≡ ⊥A

Οι φόρµουλες του NC-MLL ορίζονται ως εξής:

• κάθε προτασιακή µεταβλητή είναι µία φόρµουλα του NC-MLL

• αν A φόρµουλα της NC-MLL, τότε A⊥,⊥A φόρµουλες του NC-MLL

• αν A και B φόρµουλες της NC-MLL, τότε A⊗B φόρµουλα του NC-MLL

• αν A και B φόρµουλες της NC-MLL, τότε A`B φόρµουλα του NC-MLL

• τίποτα άλλο δεν αποτελεί φόρµουλα της NC-MLL.

Οι φόρµουλες που περιέχουν τις δύο συνεπαγωγές( και› τηςNC-IMLL, οι οποίες, όπως
δείξαµε, αντιστοιχούν στους συνδέσµους \ και / του L, µπορούν να µεταφραστούν σε φόρ-
µουλες του NC-MLL που περιέχουν το σύνδεσµο ` και µία από τις δύο αρνήσεις. Αν A,B
φόρµουλες, τότε ισχύουν τα

L NC-IMLL NC-MLL

A\B A( B A⊥ `B

B/A B › A B ` ⊥A

Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό τηςNC-MLL είναι η συµµετρική αρχιτεκτονική της, όπου
ισχύον οι νόµοι Ντε Μόργκαν για τα δυϊκά σύνολα των συνδέσµων και ειδικότερα για τους
πολλαπλασιαστικούς συνδέσµους παρά (`) και επί (⊗):

Νόµοι Ντε Μόργκαν

(A`B)⊥ = B⊥ ⊗A⊥ ⊥(A`B) = ⊥B ⊗ ⊥A

(A⊗B)⊥ = B⊥ `A⊥ ⊥(A⊗B) = ⊥B ` ⊥A

Η άρνηση στις φόρµουλεςA,B προκαλεί αφενός την αλλαγή του συνδέσµου στο δυϊκό του
και αφετέρου την αναδιάταξη των φορµουλών. Μέσα σε έναν ακολουθητή λειτουργεί ως
εξής:

A,Γ ⊢ ∆
()⊥

Γ ⊢ A⊥,∆

Γ ⊢ A,∆ ⊥()⊥A,Γ ⊢ ∆

Γ, B ⊢ ∆ ⊥()
Γ ⊢ ∆,⊥B

Γ ⊢ ∆, B
()⊥

Γ, B⊥ ⊢ ∆

Ως αποτέλεσµα, τώρα, των ιδιοτήτων των δύο αρνήσεων στην NC-MLL, ο λογικός νόµος
της διπλής άρνησης ισχύει µόνο για συµµετρικές αρνήσεις, απαγορεύοντας τη φόρµουλα
µε διπλή άρνηση ⊥⊥A,A⊥⊥ να αναχθεί στην αρχική A:
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Νόµοι διπλής άρνησης
⊥(A⊥)↔ (⊥A)⊥ ↔ A

⊥⊥(A) = (A)⊥⊥ = A

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε το µονοπλευρικό ακολουθητικό λογισµό για την NC-MLL.

αξίωµα
⊢ A⊥, A

⊢ Γ, A,Γ′ ⊢ A⊥,∆ τοµή1⊢ Γ,∆,Γ′
⊢ Γ, A ⊢ ∆, A⊥,∆′

τοµή2⊢ ∆,Γ,∆′

⊢ Γ, A,Γ′ ⊢ B,∆ ⊗1
Γ, A⊗B,∆,Γ′

⊢ Γ, A ⊢ ∆, B,∆′
⊗2⊢ ∆,Γ, A⊗B,∆′

⊢ Γ, A,B `
Γ, A`B

Πίνακας 3.6: Μονοπλευρικός ακολουθητικός λογισµός για την NC-MLL

Στη λογική που µόλις περιγράψαµε ενυπάρχει και ο κανόνας της κυκλικής ανταλλα-
γής

⊢ Γ, A κυκλική ανταλλαγή⊢ A,Γ
Σύµφωνα µε το Ζιράρ, ο φυσικός τρόπος για να εισαγάγουµε τη µη αντιµεταθετικότητα δεν
είναι η αποβολή του κανόνα της ανταλλαγής, αλλά ο περιορισµός του σε κυκλικές µεταθέ-
σεις [42]. Έτσι, η λογική αυτή είναι γνωστή και ως κυκλική πολλαπλασιαστική γραµµική
λογική. Πρωτοδιατυπώθηκε από τον Γέτερ [89] και συµβολίζεται ως CyMLL. Εάν, τώρα,
σε αυτήν τη λογική προσθέσουµε τον κανόνα της ανταλλαγής µε εναλλαγή¹²

⊢ Γ, A,B,∆ ανταλλαγή µε εναλλαγή⊢ Γ, B,A,∆

οδηγούµαστε στην (αντιµεταθετική) πολλαπλασιαστική γραµµική λογική, την οποία συµ-
βολίζουµε ως MLL. Ας δούµε ένα παράδειγµα για να κατανοήσουµε πώς λειτουργεί η
CyMLL.

Παράδειγµα 3.4.1. Έστω η πρόταση ο ψαράς ψαρεύει ψάρια. Θεωρούµε ενιαίο το έναρθρο
ουσιαστικό και έχουµε:

µ.ρήµα: ψαρεύει np⊥ ` s`⊥ n ⊢ np⊥ ` s`⊥ n ή ψαρεύει ⊢ np⊥ ` s`⊥ n

Μπορούµε, χάριν ευκολίας, να αντικαταστήσουµε το ` µε κόµµα, οπότε θα έχουµε:

µεταβατικό ρήµα: ⊢ ψαρεύει⊥, np⊥, s,⊥np

Αντίστοιχα αποτελέσµατα θα λάβουµε για τις άλλες λέξεις. Συνεπώς, λαµβάνουµε:

⊢ ο-ψαράς⊥, np ⊢ ψαρεύει⊥, np⊥, s,⊥np
τοµή

⊢ψαρεύει⊥,o-ψαράς⊥, s,⊥ np ⊢ψάρια⊥, n
τοµή

⊢ψάρια⊥, ψαρεύει⊥, ο-ψαράς⊥, s
ο-ψαράς, ψαρεύει, ψάρια ⊢ s

¹²Χρησιµοποιούµε τον όρο εναλλαγή για την αγγλική λέξη transposition και όχι τον όρο αντιµετάθεση, γιατί
ο τελευταίος έχει δεσµευθεί από τη λέξη commutativity.
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Στον πίνακα 3.7 και, εποπτικά, στο σχήµα 3.1, ανακεφαλαιώνουµε αυτά που διαπιστώ-
σαµε για τη σχέση των (διαισθητικών) κατηγοριακών γραµµατικών και της γραµµικής
λογικής: κλασικής και διαισθητικής. Συµβολίζουµε µε ̸ ε, όπου δεν υπάρχει ταυτολογία,
δηλαδή κάθε ακολουθητής έχει κατ’ελάχιστο δύο συµπεράσµατα.¹³

διαισθ. µη αντιµ. ̸ ε όν. γραµ. λογ. όν. κατ. γραµ.
4 4 4 NC-IMLL∗ L
4 4 7 NC-IMLL Lε
4 7 4 IMLL∗ LP
4 7 7 IMLL LPε
7 4 4 NC-MLL∗
7 4 7 NC-MLL
7 7 4 MLL∗
7 7 7 MLL

Πίνακας 3.7: Γραµµική λογική και κατηγοριακές γραµµατικές

..MLL. MLL∗.

NC-MLL

.

NC-MLL∗

.

LPε ή
IMLL

.

LP ή
IMLL∗

.

Lε ή
NC-IMLL

.

L ή
NC-IMLL∗

.

διαισθητικές λογικές

..

µη αντιµεταθετικότητα

. διαισθητικότητα.

άνευ κενής
ακολουθίας

Σχήµα 3.1: Γραµµική λογική και κατηγοριακές γραµµατικές

Οι κλασικές µορφές των γραµµικών λογικών που παρουσιάσαµε δεν έχουν βέβαια
αντιστοιχία σε κάποια κατηγοριακή γραµµατική, αφού, όπως έχουµε πει, οι κατηγορια-
κές γραµµατικές αποτελούν ασθενείς διαισθητικές λογικές. Αυτό, όµως, δε µας εµποδίζει
να χρησιµοποιήσουµε τις κλασικές µορφές, καθώς, αφενός µοιράζονται εγγενείς συµµε-
τρίες (κανόνες Ντε Μόργκαν) και αφετέρου εξοµαλύνουν την οδό από τα κλασικά στα
διαισθητικά δίκτυα αποδείξεων.

Ας επιστρέψουµε στο παράδειγµα 3.4.1, όπου είδαµε µια παραγωγή της πρότασης ο
ψαράς ψαρεύει ψάρια. Αυτή η πρόταση έχει άλλη µία παραγωγή:

¹³Τα συγκεντρωτικά αυτά στοιχεία τα λαµβάνουµε από το [73].
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⊢ ο-ψαράς⊥, np
⊢ ψαρεύει⊥, np⊥, s,⊥np ⊢ψάρια⊥, n

τοµή
⊢ψάρια⊥, ψαρεύει⊥, n⊥, s

τοµή
⊢ψάρια⊥, ψαρεύει⊥, ο-ψαράς⊥, s

ο-ψαράς, ψαρεύει, ψάρια ⊢ s

Αυτό συµβαίνει διότι χρησιµοποιούµε την τοµή µε δύο τρόπους: την πρώτη φορά αριστερά
του ρήµατος και τη δεύτερη δεξιά. Ο ακολουθητικός λογισµός, όµως, έχει την ιδιότητα της
απαλοιφής της τοµής,¹⁴ άρα αυτή η πλασµατική αµφισηµία παύει να υπάρχει.

⊢ n,⊥ n

⊢ s,⊥s ⊢ np⊥, np ⊗2
⊢ np⊥, s, (⊥s⊗ np)

()⊥⊥
⊢ (s⊗ np⊥⊥), np⊥, s ⊗1

⊢ (n⊗ s⊥ ⊗ np⊥⊥), np⊥, s,⊥ n ⊥(1)
⊢ (np⊥ ` s`⊥ n ⊢ np⊥, s,⊥ n ⊥(1)(3)⊥
np, (np⊥ ` s`⊥ n), n ⊢ s

ο-ψαράς, ψαρεύει, ψάρια ⊢ s

Τα δίκτυα αποδείξεων έχουν την ιδιότητα να αναπαριστούν ταυτόχρονα όλες τις ισοδύνα-
µες παραγωγές χωρίς να χρειάζεται να επιστρατεύσουµε την απαλοιφή της τοµής. Πώς
γίνεται αυτό, θα το δούµε στην ενότητα που ακολουθεί.

3.5 Δίκτυα αποδείξεων

Στην ερώτηση «ποια είναι η καθαρή, γεωµετρική δοµή µιας απόδειξης» υπάρχει µια
αρκετά καλή απάντηση στην περίπτωση, παραδείγµατος χάρη, της διαισθητικής λογικής
µε συνεπαγωγή: είναι η δοµή του φυσικού συµπερασµού κατά Prawiĵ. Για τη γραµµική
λογική υπάρχει µια διαφορετική απάντηση: η γεωµετρία των αποδείξεων δίνεται από την
έννοια του δικτύου απόδειξης. Αρχικά, ορίζουµε τα δίκτυα αποδείξεων εντός της MLL.¹⁵

Ορισµός 3.5.1 (Δίκτυο απόδειξης). Το σύνολο των δικτύων απόδειξης ορίζεται επαγωγικά:

Αξίωµα Αν A φόρµουλα της MLL, τότε το ακόλουθο είναι ένα δίκτυο απόδειξης µε συ-
µπεράσµατα A,A⊥:

..A. A⊥

Η σύνδεση του αξιώµατος είναι συµµετρική, οπότε η σειρά των συµπερασµάτων δε
µας αφορά.

Τοµή Έστω S1 δίκτυο απόδειξης µε συµπέρασµα A και S2 δίκτυο απόδειξης µε συµπέρα-
σµα A⊥. Τότε µπορούµε να τα συνδυάσουµε µε µία σύνδεση τοµής ως ακολούθως:

.. A. A⊥.
S1

.
S2

¹⁴Το θεώρηµα απαλοιφής της τοµής για την NC-MLL έχει αποδειχθεί από τον Αµπρούσι [14].
¹⁵Τους ορισµούς τούς λαµβάνουµε από το [62].
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Όπως και η σύνδεση του αξιώµατος, η σύνδεση της τοµής είναι συµµετρική.

..a. a⊥ ⊗ b. b⊥ ⊗ c. c⊥.

a⊥

.

b

.

b⊥

.

c

Δίκτυο απόδειξης του ακολουθητή ⊢ a, a⊥ ⊗ b, b⊥ ⊗ c, c⊥

Παρά Έστω S ένα δίκτυο απόδειξης µε συµπεράσµατα A,B. Τότε µπορούµε να δηµιουρ-
γήσουµε µία σύνδεση ` σε αυτό ως ακολούθως:

.. A. B.
S

.

A`B

Η σειρά των φορµουλών A,B παίζει ρόλο, καθώς καθορίζει εάν το συµπέρασµα του
νέου δικτύου απόδειξης είναι A`B ή B `A.

Τανυστής Έστω S1 δίκτυο απόδειξης µε συµπέρασµα A και S2 δίκτυο απόδειξης µε συ-
µπέρασµα B. Τότε µπορούµε να τα συνδυάσουµε µε µία σύνδεση τανυστή ως εξής:

.. A. B.

A⊗B

.
S1

.
S2

Όπως και στη σύνδεση του `, η σειρά των A,B σε σχέση µε τη σύνδεση του τανυστή
παίζει ρόλο.

Δεν υπάρχει ανάγκη να ερµηνεύσουµε τον κανόνα της ανταλλαγής, αφού το απώτερο
νόηµά του είναι ότι δεν υπάρχει συγκεκριµένη διάταξη των συµπερασµάτων ενός ακολου-
θητή.

Θεώρηµα 3.5.2. Κάθε δίκτυο απόδειξης τηςMLL αντιστοιχεί σε τουλάχιστον µία απόδειξη
του ακολουθητικού λογισµού τηςMLL.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [72].

Το ερώτηµα που τίθεται, λοιπόν, έχει ως εξής: δοθείσης µιας σειράς φορµουλών, υπάρ-
χει δίκτυο απόδειξης, το οποίο θα έχει αυτές τις φόρµουλες ως συµπέρασµα;

Ορισµός 3.5.3 (Δοµή απόδειξης). Μία δοµήαπόδειξης ⟨S,L⟩ αποτελείται από ένα σύνολο
S φορµουλών και ένα σύνολο L συνδέσεων στο S, όπου οι συνδέσεις είναι όπως στον πί-
νακα 3.8. Επίσης, µια δοµή απόδειξης πρέπει να ικανοποιεί τα ακόλουθα:

• κάθε φόρµουλα είναι το πολύ µία φορά προκείµενη µίας σύνδεσης,

• κάθε φόρµουλα είναι ακριβώς µία φορά συµπέρασµα µίας σύνδεσης.

Οι φόρµουλες που δεν είναι προκείµενες καµίας σύνδεσης λέγονται συµπεράσµατα της
δοµής απόδειξης.
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Αξίωµα

..A. A⊥
Προκείµενες: Καµία
Συµπεράσµατα: A,A⊥

Τοµή
..A. A⊥

Προκείµενες: A,A⊥

Συµπεράσµατα: Κανένα

Τανυστής
..A. B.

A⊗B
Προκείµενες: A,B
Συµπεράσµατα: A⊗B

Παρά
..A. B.

A`B

Προκείµενες: A,B
Συµπεράσµατα: A`B

Πίνακας 3.8: Συνδέσεις της MLL

Είναι προφανές ότι δεν είναι όλες οι δοµές απόδειξης δίκτυα απόδειξης. Επί παραδείγ-
µατι, δεδοµένου ότι ο ακολουθητής ⊢ (a⊥`b)⊗b⊥ δεν είναι αποδείξιµος, η δοµή απόδειξης

..

a⊥

.

b

. a.

b⊥

.

a⊥ ` b

. (a⊥ ` b)⊗ b⊥

δεν αποτελεί δίκτυο απόδειξης. Άρα, χρειαζόµαστε ένα κριτήριο που θα µας επιτρέπει να
αναγνωρίζουµε τα δίκτυα απόδειξης µεταξύ των διαφόρων δοµών απόδειξης.

Ορισµός 3.5.4. Δοθείσης µιας δοµής απόδειξης S, µία διαλλαγή είναι µία απεικόνιση ω
από το σύνολο των κόµβων ` στο σύνολο {αριστερά,δεξιά}, δηλαδή η διαλλαγή επιλέγει
µία σύνδεση παρά µία από τις προκείµενές του.

Ορισµός 3.5.5. Έστω S αποδεικτική δοµή και ω διαλλαγή. Τότε λαµβάνουµε ένα διορθω-
τικό γράφηµα ωS αντικαθιστώντας όλες τις συνδέσεις παρά

..B. C.

A

µία από τις κάτωθι συνδέσεις
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..B. C.

A

. B. C.

A

ανάλογα µε την προκείµενη της σύνδεσης που επέλεξε ο ω.

Θεώρηµα 3.5.6. Μία αποδεικτική δοµή είναι αποδεικτικό δίκτυο αν και µόνο αν όλα τα διορ-
θωτικά γραφήµατά της είναι άκυκλα¹⁶ και συνδεδεµένα.

Παραδείγµατος χάρη, η αποδεικτική δοµή

..

a

.

a⊥

.

a

.

a⊥

.

a

.

a⊥

.

`

.

`

.

`
.

⊗

.

⊗

δεν είναι δίκτυο απόδειξης και αυτό συµβαίνει για δύο λόγους: κάθε διαλλαγή που αφαι-
ρεί το δεξί κλαδί πάνω από τον αριστερό `-κόµβο θα αποφέρει έναν κύκλο. Επιπλέον,
οποιαδήποτε διαλλαγή που θα αφαιρέσει το δεξί κλαδί πάνω από το δεξιότερο `-κόµβο
θα καταστήσει το γράφηµα ασύνδετο.

Ας δούµε, τώρα, πώς εφαρµόζεται η θεωρία των δικτύων αποδείξεων στον ίδιο το Λο-
γισµό Λάµπεκ. Ο πρώτος που προσάρµοσε τα δίκτυα αποδείξεων, όπως αυτά ορίστηκαν
από το Ζιράρ [40], στον L ήταν ο Ρόορντα [76]. Πρώτα, πρέπει να δούµε πώς µεταφράζο-
νται οι διαισθητικές σε κλασικές φόρµουλες. Για τη µετάφραση αυτή απαιτείται η έννοια
της πολικότητας.

Ορισµός 3.5.7. Μία πολική φόρµουλα είναι ένας κατηγοριακός τύπος του L, στον οποίο
έχει αποδοθεί πολικότητα. Υπάρχουν δύο πολικότητες: εισροής (•), η οποία θεωρείται αρ-
νητική και αναφέρεται στις φόρµουλες αριστερά της µπάρας και εκροής (◦), η οποία θε-
ωρείται θετική και αναφέρεται στις φόρµουλες δεξιά της µπάρας. Ένα δένδρο πολικών
φορµουλών είναι ένα διµελές διατεταγµένο δένδρο, στου οποίου τα φύλλα έχουν αποδο-
θεί πολικά άτοµα και κάθε τοπικό δένδρο είναι ένα από τις ακόλουθες συνδέσεις.

..A•. A◦.

A•

.

A◦

..

B•

. (A •B)•.

A•

.

A•

. (A/B)•.

B◦

.

A◦

. (A\B)•.

B•

¹⁶Ένα κατευθυντό γράφηµα είναι άκυκλο αν δεν περιέχει κατευθυντούς κύκλους.
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..

A◦

. (A •B)◦.

B◦

.

A◦

. (A/B)◦.

B•

.

B•

. (A\B)◦.

A◦

Η µη αντιµεταθετικότητα του L στα δίκτυα αποδείξεων µεταφράζεται ως απαίτηση τα
παραγόµενα γραφήµατα να είναι επιπεδικά.¹⁷

Παρατήρηση Ένα παράδειγµα όπου µπορούµε να δούµε την απαίτηση που φέρει η αντι-
µεταθετικότητα είναι να δούµε ένα µη θεώρηµα του L: A • B 0 B • A. Υπάρχει µόνο µία
δοµή απόδειξης του ακολουθητή, η οποία δεν είναι επιπεδική.

.. (A •B)•. (B •A)◦.

B•

.

A•

.

B◦

.

A◦

Θεώρηµα 3.5.8 (Roorda [76]). Ένα δίκτυο απόδειξης είναι έγκυρο εντός του L, αν και µόνο
αν

• όλα τα διορθωτικά γραφήµατά του είναι άκυκλα και συνδεδεµένα

• όλες οι συνδέσεις αξιώµατος είναι επιπεδικές.

Έχουµε,τώρα, τις ακόλουθες µεταφράσεις

• (A)◦ = A◦, αν A◦ είναι ατοµική φόρµουλα

• (A\B)◦ = B◦ `A•

• (A/B)◦ = B• `A◦

• (A •B)◦ = B◦ ⊗A◦

• (A)• = A•, αν A◦ είναι ατοµική φόρµουλα

• (A\B)• = A◦ ⊗B•

• (A/B)• = A• ⊗B◦

• (A •B)• = A• `B•

οι οποίες επιτρέπουν τη µετατροπή οποιουδήποτε διαισθητικού ακολουθητήA0, ..., An ⊢ B
του L σε µια ακολουθίαA0

•, ..., An
•, B◦ φορµουλών της µη αντιµεταθετικής πολλαπλασια-

στικής γραµµικής λογικής.

Πρόταση 3.5.9. Ένας ακολουθητής είναι αποδείξιµος εντός του L αν και µόνο αν υπάρχει το
αντίστοιχο δίκτυο απόδειξής του.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [22].

Παράδειγµα 3.5.10. Έστω η πρόταση ο µουσικός συνθέτει µία φούγκα. Η παραγωγή της
πρότασης είναι

¹⁷Ένα γράφηµα λέγεται επιπεδικό, αν µπορεί να αποτυπωθεί στο επίπεδο χωρίς να διασταυρώνονται οι
ακµές του.
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αξ
n ⊢ n αξ

np ⊢ np
/L

np/n, n ⊢ np αξ
s ⊢ s

\L
np/n, n, np\s ⊢ s

αξ
n ⊢ n αξ

np ⊢ np
/L

np/n, n ⊢ np
/L

np/n, n, np\s/np, np/n, n ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης είναι

..

np•

.

(np/n)•

.

n◦

.

n•

.

np◦

.

(np\s)•

.

s•

.

((np\s)/np)•

.

np◦

.

np•

.

(np/n)•

.

n◦

.

n•

.

s◦

.
Ο

.
µουσικός

.
συνθέτει

.
µία

.
φούγκα

.

⊗

.

⊗

.

⊗

.

⊗

Βλέπουµε πόσο εύκολα προκύπτει το δίκτυο απόδειξης, το οποίο αποσαφηνίζει την
εκάστοτε παραγωγή. Ας δούµε, τώρα, άλλο ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 3.5.11. Έστω η πρόταση µαγείρεψε διότι ήθελε να φάει. Η παραγωγή είναι

αξ
s ⊢ s αξ

s ⊢ s \L
s, s\s ⊢ s

αξ
s ⊢ s αξ

vp ⊢ vp
/L

vp/s, s ⊢ vp αξ
s ⊢ s

/L
s, vp, vp/s, s ⊢ s

/L
s, s\s/s, s/vp/vp/s, s ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης είναι

..

s•

.
Μαγείρεψε

.

(s\s/s)•

.
διότι

.

(s/vp)•

.
ήθελε

.

(vp/s)•

.
να

.

s•

.
φάει

.

s◦

.

s◦

.

(s\s)•

.

s•

.

s◦

.

s•

.

s◦

.

vp•

.

s◦

Μπορούµε να παραλείψουµε την επισήµανση των συνδέσεων, καθώς όλες είναι πάλι συν-
δέσεις τανυστή.

Σηµείωση Οι λογικές µε δίκτυα απόδειξης είναι ισχυρά κανονικοποιήσιµες. Αυτό σηµαί-
νει ότι κάθε δίκτυο απόδειξης, αν κανονικοποιηθεί διαδοχικά, καταλήγει στην κανονική
µορφή του, η οποία στερείται συνδέσεων τοµής. Επειδή ικανοποιείται η ιδιότητα συµβολής,
όπως αναφέραµε πρωτύτερα, η κανονική µορφή καθενός δικτύου απόδειξης είναι µονα-
δική.
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Η αξία των δικτύων αποδείξεων

Τα δίκτυα απόδειξης κρίνονται εξαιρετικά σηµαντικά για τρεις κυρίως λόγους:

• Θέτουν οριστικό τέλος στην πλασµατική αµφισηµία, πρόβληµα που ταλανίζει µέχρι
και τώρα τις κατηγοριακές γραµµατικές.

• Με τη βοήθεια της αντιστοιχίας Curry-Howard παράγονται δίκτυα απόδειξης µε τύ-
πους επισηµασµένους µε όρους του λ-λογισµού.

• Το νόηµα ταυτίζεται µε την κανονική µορφή αναπαράστασης, η οποία είναι µονα-
δική. Αυτό σηµαίνει ότι προτάσεις µε διαφορετική διατύπωση, οι οποίες έχουν το ίδιο
νόηµα, θα πρέπει να έχουν το ίδιο δίκτυο απόδειξης.

Πρέπει να τονίσουµε ότι αν µία πρόταση του L δέχεται παραπάνω από µία σηµασιολο-
γικές αναπαραστάσεις, τότε θα παράγει αντίστοιχο αριθµό δικτύων απόδειξης. Αυτό ση-
µαίνει ότι τα δίκτυα αποδείξεων µας δίνουν την ευχέρεια µε κριτήρια της αποδεικτικής θε-
ωρίας και όχι υποκειµενικά να ξεχωρίζουµε διαφορετικά νοήµατα, τα οποία ενδέχεται να
παράγονται από πανοµοιότυπες προτάσεις. Βλέπουµε, λοιπόν, ότι τα δίκτυα αποδείξεων
ισχυροποιούν τη διεπαφή σύνταξης-σηµασιολογίας δίνοντάς µας ένα ευεργετικότατο ερ-
γαλειο.

Τέλος, οφείλουµε να µνηµονεύσουµε ένα εξαιρετικά χρήσιµο εργαλείο για τη συντα-
κτική ανάλυση των προτάσεων των φυσικών γλωσσών, το Grail, το οποίο έχει αναπτυχθεί
από το Μόοτ [61]. Το Grail είναι µια εφαρµογή ανοικτού λογισµικού¹⁸ και αποτελεί ένα
συντακτικό αναλυτή. Τα δεδοµένα που εισάγονται είναι οι κανόνες παραγωγής (γραµµα-
τικών ΑΒ, NL ή πολυτροπικών κατηγοριακών γραµµατικών) και οι προτάσεις. Έπειτα, η
εφαρµογή αναλύει συντακτικά τις προτάσεις παράγοντας τα αντίστοιχα δίκτυα αποδεί-
ξεων.

¹⁸Το Grail τρέχει σε Λίνουξ και βρίσκεται στην προσωπική ιστοσελίδα του Μόοτ όπου διατίθεται δωρεάν,
στην ηλεκτρονική διεύθυνση www.labri.fr/perso/moot.
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Κεφάλαιο 4

Κατηγοριακές γραµµατικές στην
ελληνική γλώσσα

Η ελληνική γλώσσα¹ δεν είχε την τύχη να εξετασθεί από τη σκοπιά της κατηγορια-
κής λογικής, παρότι ο Καραµάνης εξετάζει φαινόµενα της ελληνικής [49], όπως αυτό της
ανακατάταξης και της σύνδεσης προτάσεων, µετερχόµενος τη συνδυαστική κατηγοριακή
γραµµατική και, πιο συγκεκριµένα, τη συνδυαστική κατηγοριακή γραµµατική διατεταγ-
µένου συνόλου [48]. Αυτό το υποστηρίζουµε, επειδή η συνδυαστική κατηγοριακή γραµ-
µατική [83] διαφοροποιείται σηµαντικά από τις άλλες κατηγοριακές γραµµατικές, καθώς,
ενώ και αυτή ξεκινά από τις κλασικές γραµµατικές, βασικές αναφορές της είναι η συνθε-
σιακή σηµασιολογία και η επέκταση των ασυµφραστικών γραµµατικών. Επιπλέον, χρη-
σιµοποιείται ελαφρώς διαφορετικός συµβολισµός,² ο οποίος µπορεί να προκαλέσει συγ-
χύσεις. Τέλος, η συνδυαστική κατηγοριακή γραµµατική είναι ένα πεδίο που αναφέρεται
σχεδόν αποκλειστικά στη γλωσσολογία, χωρίς να ερευνάται το µέρος της αποδεικτικής
θεωρίας, δηλαδή το καθαρά µαθηµατικό µέρος.

Συνεπώς, µπορούµε ασφαλώς να υποθέσουµε ότι δεν έχει επιχειρηθεί µια πραγµά-
τευση της ελληνικής γλώσσας υπό το µαθηµατικό πρίσµα των (µη συνδυαστικών) κατη-
γοριακών γραµµατικών.

Είναι προφανές πως η παρούσα εργασία και πολύ περισσότερο το εν λόγω κεφάλαιο
δε θα µπορούσε να θεωρηθεί επ’ουδενί µια ολοκληρωµένη πρόταση της εφαρµογής των
κατηγοριακών γραµµατικών στην ελληνική. Αυτό που θα επιχειρηθεί είναι µία σκιαγρά-
φηση του τρόπου µε τον οποίο θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν οι κατηγοριακές γραµ-
µατικές και ο ιδιαίτερος µαθηµατικός φορµαλισµός τους σε κάποια τµήµατα της ελληνι-
κής σταχυολογώντας διάφορα παραδείγµατα από τον πλούτο της γλώσσας.

Όπως και στα προηγούµενα κεφάλαια, θα εξετάσουµε προτάσεις αποφαντικές, δη-
λαδή προτάσεις στις οποίες είτε εκφράζεται κάποια γνώµη, κρίση ή διατυπώνεται µια
ανακοίνωση: οι µαθηµατικοί αποδεικνύουν θεωρήµατα. Δε θα ασχοληθούµε µε προτάσεις
προστακτικές, όπως η πρόταση δώσε µου το τετράδιο, επιφωνηµατικές, όπως η πρόταση τι
όµορφη παραλία, ή ερωτηµατικές: τί είναι τα µαθηµατικά;

¹Στην παρούσα εργασία, όταν αναφερόµαστε στην ελληνική γλώσσα θα εννοούµε τη νέα ελληνική και όχι
την αρχαιοελληνική. Στην ξένη βιβλιογραφία, η ορολογία διαφέρει, καθώς ο όρος ελληνικά (greek) αντιστοιχεί
στην αρχαιοελληνική γλώσσα, ενώ για τη νέα ελληνική γλώσσα χρησιµοποιείται ο όρος νέα ελληνικά (modern
greek).

²Παραδείγµατος χάρη, ένας τύπος της µορφής np\s, όπως αυτός του αµετάβατου ρήµατος, γράφεται ως
s\np.
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Παρακαλείται η επιείκεια του αναγνώστη, καθώς το παρόν κεφάλαιο διέπεται από ένα
αµιγώς ερασιτεχνικό γλωσσολογικό ενδιαφέρον και, ως εκ τούτου, είναι πολύ πιθανό να
υπάρχουν αβλεψίες γλωσσολογικής φύσης.

Σηµείωση Οδηγός µας στην περιδιάβαση της ελληνικής γλώσσας θα είναι η Γραµµατική
Νέας Ελληνικής Γλώσσας των Σωφρόνη Χατζησαββίδη και Αθανασίας Χατζησαββίδου,
του Οργανισµού Εκδόσεων Διδακτικών Βιβλίων [1]. Επίσης, για να έχουµε µια εικόνα του
συντακτικού ρόλου που παίζουν οι λέξεις που πραγµατευόµαστε, θα συµβουλευόµαστε το
ηλεκτρονικό Σώµα Ελληνικών Κειµένων,³ και τα στατιστικά εργαλεία που παρέχει, όπως
τα διγράµµατα, όπου εισάγουµε κάποια λέξη και η εφαρµογή επιστρέφει τις λέξεις που
έπονται αυτής µε σειρά πιθανότητας εµφάνισης. Έτσι, θα έχουµε κάποιο σηµείο αναφο-
ράς για τους διάφορους τύπους µιας λέξης και πώς αυτοί µπορούν να ταξινοµηθούν.

4.1 Η ιδιαιτερότητα της ελληνικής γλώσσας

Στις κατηγοριακές γραµµατικές, όπως αναφέραµε και στο δεύτερο κεφάλαιο, το λεξικό
της γλώσσας υπό µελέτη κατέχει κεντρική θέση. Με την έννοια λεξικό δεν εννοούµε µόνο
τις λέξεις που εµφανίζονται σε ένα πλήρες λεξικό, αλλά και τους γλωσσικούς τύπους κάθε
λέξης. Εάν θεωρήσουµε ένα µέρος του λόγου, όπως το ουσιαστικό, αυτό δεν περιορίζεται
σε ένα µόνο γλωσσικό τύπο, αυτόν που εµφανίζεται στο λεξικό, αλλά οχτώ το µέγιστο:
όσες είναι οι πτώσεις της λέξης (ονοµαστική, γενική, αιτιατική και κλητική) και οι αριθµοί
της (ενικός και πληθυντικός). Το λεξικό επεκτείνεται ακόµα περισσότερο, αν σκεφτούµε
ότι για ένα σύνηθες ρήµα όπως το ρήµα χτίζω δηµιουργούνται είκοσι οκτώ γλωσσικοί
τύποι: εάν το κλίνουµε σε όλες τις εγκλίσεις και σε όλους τους χρόνους.

Το παραπάνω οφείλεται στο ότι η ελληνική γλώσσα είναι κλιτική. Αντίστοιχα, το ίδιο
συµβαίνει και για άλλες γλώσσες όπως η ρωσική ή η τουρκική.⁴ Για να το καταλάβουµε
αυτό, µπορούµε να δούµε µια γλώσσα που δε µοιράζεται αυτό το χαρακτηριστικό, όπως η
αγγλική. Στα αγγλικά, η λέξη take µπορεί να σηµαίνει είτε λαµβάνω είτε λήψη. Το συγκε-
κριµένο πρόβληµα είναι γνωστό ως πρόβληµα ονόµατος-ρήµατος (noun-verb problem).
Τα πράγµατα µπορούν να χειροτερέψουν εάν σκεφτούµε λέξεις όπως η λέξη cut, όπου
συνωστίζονται τρεις έννοιες: κόβω, κοπή και κοµµένος.

Αυτό που µας αφορά δεν είναι τόσο οι διαφορετικές έννοιες που µπορεί να έχει µία
συγκεκριµένη λέξη, δηλαδή η λεξική αµφισηµία, αλλά οι συντακτικές της ιδιότητες.⁵ Κάτι
τέτοιο είναι συνηθισµένο σε όλες τις γλώσσες και φυσικά στην ελληνική. Μια λέξη όπως
το άτοµο µπορεί να αναφέρεται είτε σε κάποιο πρόσωπο είτε στο ελάχιστο µη διαιρετό
στοιχείο µε συνηθισµένες µεθόδους τµήµα της ύλης ενός στοιχείου [6]. Παραµένει όµως, σε
αµφότερες τις περιπτώσεις, το ίδιο µέρος του λόγου: ουσιαστικό.

Εάν δούµε, όµως, µία λέξη της αγγλικής, όπως τη λέξη fine, η οποία σηµαίνει επιβάλλω
πρόστιµο (ρήµα), πρόστιµο (ουσιαστικό), περίφηµα (επίρρηµα) και καλός (επίθετο), τότε
µπορούµε να καταλάβουµε πώς περιπλέκονται τα πράγµατα, αφού αν θέλαµε να αποδώ-
σουµε έναν κατηγοριακό τύπο θα είχαµε την εξής πολλαπλή αντιστοιχία:

• fine→ np\s/np, εάν θεωρηθεί ρήµα

³Επιστηµονικός υπεύθυνος του Σώµατος Ελληνικών Κειµένων είναι ο Διονύσης Γούτσος [4] ενώ η ηλεκτρο-
νική του µορφή έχει σχεδιαστεί και υλοποιηθεί από τον Κώστα Περήφανο.

⁴Οι δύο γλώσσες αποτελούν χαρακτηριστικά παραδείγµατα. Στη ρωσική υπάρχουν έξι πτώσεις: η ονοµα-
στική, η γενική, η δοτική, η αιτιατική, η οργανική και η προθετική. Στην τουρκική επίσης έξι: αντί για οργανική
και προθετική, υπάρχει η αφαιρετική και η τοπική, οι οποίες διαφέρουν εννοιολογικά από αυτές της ρωσικής.

⁵Σε σηµασιολογικό επίπεδο, βέβαια, µας αφορά και η λεξική αµφισηµία, για να είµαστε σε θέση να κατα-
νοούµε σωστά τις προτάσεις που αναλύουµε.
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• fine→ n, εάν θεωρηθεί ουσιαστικό

• fine→ s\s, εάν θεωρηθεί επίρρηµα

• fine→ np/n, εάν θεωρηθεί επίθετο.

Έχοντας παρόµοιες ιδέες, ο Λάµπεκ [51] παρουσιάζει τη φράση time fliesπου µπορεί να έχει
διαφορετικές παραγωγές, ανάλογα µε τους τύπους που θα αναθέσουµε στις λέξεις, καθώς
η λέξη time σηµαίνει χρονοµετρώ και χρόνος και η λέξη fly σηµαίνει ίπταµαι, αποστέλλω
αεροπορικώς και µύγα.⁶

Το φαινόµενο αυτό είναι αρκετά σπάνιο στην ελληνική. Αν θεωρήσουµε τη λέξη ηχώ,
αυτή µπορεί να εκληφθεί είτε ως ρήµα είτε ως ουσιαστικό. Αυτό, όµως, πέραν του ότι σπα-
νίζει, συµβαίνει «µόνο µία φορά», καθώς µόλις αρχίσουµε να κλίνουµε µία από τις δύο
λέξεις αίρεται αυτή η διένεξη, κάτι που δε συµβαίνει σε µη κλιτικές γλώσσες ή που ακόµα
κι αν συµβεί, η διένεξη διατηρείται: η λέξη fines µπορεί να σηµαίνει πρόστιµα, αλλά σηµαί-
νει επίσης (αυτός) επιβάλλει πρόστιµο.

Παραδόξως, το ίδιο πρόβληµα µε την αγγλική έχει µία παντελώς διαφορετική και «µα-
κρινή» γλώσσα: η κινεζική. Πολλοί κινεζικοί χαρακτήρες αποτελούν ταυτόχρονα πολλά
µέρη του λόγου, όπως η λέξη下 (xià σια),⁷ η οποία σηµαίνει κατεβαίνω, επόµενος και κάτω
ή η λέξη对 (duì τουέι) που σηµαίνει απαντώ, αντίθετος και εναντίον [46].

Εν πάση περιπτώσει, το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι υπολογιστικής υφής µε την έν-
νοια ότι, εάν δε µεσολαβεί υπολογιστής, οι τύποι ανατίθενται εποπτικά στις λέξεις, ανά-
λογα µε τη δοθείσα πρόταση. Την τακτική αυτή την έχουµε ακολουθήσει καθ’όλον το ρου
της εργασίας και το ίδιο θα πράξουµε και ακολούθως. Παρόλα αυτά, είναι από τα πρώτα
προβλήµατα που εξετάζονται, κυρίως για να καταδειχθεί αυτή η πολλαπλή αντιστοιχία,
από την οποία ενδέχεται να προκύψουν παραπάνω από µία παραγωγές για µια µοναδική
πρόταση. Παρακάτω, θα εξετάσουµε αυτό το ζήτηµα περαιτέρω.

Το πρώτο στοιχείο της ιδιαιτερότητας της ελληνικής είναι, λοιπόν, ότι το λεξικό της
µας γλιτώνει, τουλάχιστον σε πρώτη φάση, από το πρόβληµα της αντιστοιχίας διαφορε-
τικών µερών του λόγου σε µία λέξη. Οπότε, αυτή η αφετηρία προαναγγέλλει ένα κάποιο
ταίριασµα των κατηγοριακών γραµµατικών µε την ελληνική γλώσσα.

Ένα άλλο στοιχείο που χαρακτηρίζει τη σύνταξη της ελληνικής είναι η ανακατάταξη.
Οι λέξεις ή καλύτερα σύνολα λέξεων µπορούν να µετατίθενται µέσα σε µια πρόταση δια-
τηρώντας τη συντακτική συνοχή. Σύνολα λέξεων θεωρούνται λέξεις ή συλλογές λέξεων
τις οποίες µπορούµε να αντικαταστήσουµε από άλλες ισοδύναµου συντακτικού ρόλου
εντός της πρότασης. Αυτά τα λεκτικά σύνολα θεωρούνται ενιαία και µετακινούνται ως
τέτοια. Ονοµατίζονται αναλόγως του βασικού γραµµατικού στοιχείου που περιέχουν και
τους αποδίδουµε τους ακόλουθους τύπους:

◦ ονοµατική φράση: np

◦ επιρρηµατική φράση: s/s ή s\s ή s\(s/s) ή (s/s)/s

◦ προθετική φράση: s/s

Λόγου χάρη, δοθείσης της πρότασης ο γλύπτης θεραπεύει την τέχνη, προτάσεις θεωρού-
νται και οι κάτωθι εκφράσεις:

⁶Σε όλα τα παραπάνω έρχεται να προστεθεί και το γεγονός ότι στην αγγλική είναι συνήθης η πρακτική
ένα ουσιαστικό να χρησιµοποιείται ως επίθετο, το οποίο προσοµοιάζει στη δική µας γενική πτώση, όπως, ας
πούµε, στη φράση language family (γλωσσική οικογένεια ή οικογένεια γλωσσών).

⁷Στο σύστηµα λατινοποίησης της κινεζικής, ονόµατι pinyin, το x διαβάζεται ως σ. Για τον αναλυτικό πίνακα
αντιστοίχισης των φθόγγων της κινεζικής σε pinyin, όπου υπάρχει και µεταγραφή στα ελληνικά, βλέπε [9].
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• την τέχνη θεραπεύει ο γλύπτης

• την τέχνη ο γλύπτης θεραπεύει

• θεραπεύει την τέχνη ο γλύπτης

• θεραπεύει ο γλύπτης την τέχνη

• ο γλύπτης την τέχνη θεραπεύει

Όπως είναι φυσικό, το νόηµα µπορεί να διαφοροποιείται ελαφρά, αφού η σειρά των λέ-
ξεων αποτελεί µία τεχνοτροπία απόδοσης έµφασης σε κάποια από αυτές. Παρόλα αυτά,
συντακτικώς, οι προτάσεις παραµένουν τέτοιες.

Βέβαια, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η συντακτική συνοχή µετά την ανακατάταξη
διατηρείται και σε άλλες γλώσσες, όπως, λόγου χάρη, στα γαλλικά, όπου απουσιάζουν
οι πτώσεις από τις λέξεις, τουλάχιστον µορφολογικά. Παραδείγµατος χάρη, η πρόταση le
soleil éclaire la terre, δηλαδή ο ήλιος φωτίζει τη γη, ανήκει στη γαλλική, καθώς και η πρό-
ταση la terre éclaire le soleil, δηλαδή η γη φωτίζει τον ήλιο. Η σηµασιολογία τους, όµως, είναι
εντελώς διαφορετική. Αυτό µπορεί να µη µας αφορά άµεσα, αλλά η επιδίωξη του αυτό-
µατου νοήµατος µας υποχρεώνει να θεωρούµε διαφορετικές τις δύο προτάσεις. Αυτό το
πρόβληµα δεν υφίσταται στα ελληνικά χάρη ακριβώς στις πτώσεις τον ονοµάτων.

Βλέπουµε, λοιπόν, ότι τη συντακτική συνοχή την καθορίζει κατά πολύ οι διάφορες κλί-
σεις και πτώσεις της ελληνικής, αφού, παραδείγµατος χάρη, τα ονόµατα στην ονοµαστική
επέχουν θέση υποκειµένου, ενώ στην αιτιατική επέχουν θέση αντικειµένου.

Θα µπορούσε κάποιος κάλλιστα να πει, όπως κι εµείς δείξαµε στο δεύτερο κεφάλαιο,
ότι ένα αρκετά καλό πρότυπο για την ελληνική θα ήταν οLPή, προτιµότερα, οNLP, αφού η
προσεταιριστικότητα δηµιουργεί προβλήµατα στις προτάσεις που περιέχουν συνδέσµους.
Το πρόβληµα είναι πως αν χρησιµοποιήσουµε τη µετάθεση τουNLP, καταλήγουµε στο να
αποδίδουµε γραµµατικότητα σε µη προτάσεις, κάτι που δεν επιθυµούµε να συµβαίνει στη
γραµµατική µας.

Συνεπώς, η προσθήκη της µετάθεσης στο λογισµό µας, ίσως δηµιουργήσει περισσό-
τερα προβλήµατα από όσα λύσει. Επιστρέφουµε, λοιπόν, στην απλούστερη κατηγοριακή
γραµµατική: στον NL. Βέβαια, για να επωφεληθούµε των ισχυρών εποπτικών εργαλείων
των αποδεικτικών δικτύων, θα βρισκόµαστε εντός του L. Για λόγους οικονοµίας, όµως,
θα αποφύγουµε να χρησιµοποιήσουµε τα θεωρήµατα αυτού, καθώς, όπως έχουµε δείξει,
δηµιουργούνται προβλήµατα στη σύνδεση των προτάσεων, γεγονός το οποίο θέλουµε να
αποφύγουµε.

4.2 Παραδείγµατα στην ελληνική

4.2.1 Αντωνυµίες

Για την εξέταση κάποιων αντωνυµιών, θα ασχοληθούµε για µια ακόµα φορά µε τις
πτώσεις της ελληνικής. Ξεκινούµε από την εργασία του Καπελέτι [29], όπου εξετάζεται η
ιταλική γλώσσα και, πιο συγκεκριµένα, το φαινόµενο της αριστερής αποτοποθέτησης
κλιτικού, όπου προτείνονται λύσεις εφαρµόζοντας τον NL για φαινόµενα που απαντώ-
νται και στην ελληνική. Παρόλο που δε διακρίνονται οι πτώσεις στην ιταλική, αυτές υπάρ-
χουν και καθορίζουν τη σύνταξή της. Για να καταλάβουµε την ισχύ των πτώσεων της ελ-
ληνικής, ας δούµε κάποιες αντωνυµίες και πώς αυτές εµφανίζονται.

Η λέξη τον, αρχικά, βλέπουµε ότι αποτελεί άρθρο και συµβολευόµενοι το σώµα κειµέ-
νων που αναφέραµε είναι ο συνηθέστερός του ρόλος, οπότε θα της αναθέταµε τον τύπο
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np/n. Λόγω του ότι βρίσκεται στην αιτιατική, θα µπορούσαµε να της αναθέσουµε κάποιον
ειδικό τύπο όπως np/ncau, έτσι ώστε να µπορούµε να χειριστούµε πιο εύκολα µια πιθανή
παραγωγή. Η λέξη, όµως, αυτή αποτελεί επίσης και προσωπική αντωνυµία του γ΄ προσώ-
που ενικού. Έστω η πρόταση η Άννα τον κοιτάει. Αν αποδώσουµε στη λέξη τον τον τύπο
(np\s)/s, τότε έχουµε

np/n, n, (np\s)/s, s ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης

..

np•

.

(np/n)•

.

n◦

.

n•

.

np◦

.

(np\s)•

.

s•

.

((np\s)/s)•

.

s◦

.

s•

.

s◦

.
Η

.
Άννα

.
τον

.
κοιτάει

Η αριστερή αποτοποθέτηση κλιτικού, όπως την ορίζει ο Καπελέτι, είναι ηπαρουσία ενός συ-
στατικού το οποίο έχει τοποθετηθεί στην αρχή της πρότασης και µιας κλιτικής αντωνυµίας,
η οποία έχει συσχετιστεί µε αυτό. Αυτό, παραδείγµατος χάρη, συµβαίνει στην πρόταση τον
Αντρέα τον είδα χτες.

Πάλι, όπως και πριν, το δεύτερο τον λογίζεται ως αντωνυµία µε συναρτητικό τύπο
(np\s)/(s/np), διότι η λέξη απαιτεί ένα µεταβατικό ρήµα από τα δεξιά και, στη συνέχεια,
µία ονοµατική πρόταση από τα αριστερά, δηλαδή το κλιτικό, έτσι ώστε να παραχθεί µία
πρόταση. Οπότε έχουµε την παραγωγή

np/n, n, (np\s)/(s/np), s/np, s\s ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης
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.
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.
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.
χτες

.

s◦

.

s•

Παρατήρηση Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι ανακύπτει πρόβληµα στην παραγωγή της
πρότασης τον κοιτώ, αφού στη λέξη τον πρέπει να αποδοθεί ο τύπος s/(s/np), έτσι ώστε
να συµπεράνουµε ότι s. Αυτό που πρέπει να έχουµε κατά νου είναι πως ο συναρτητικός
τύπος της αντωνυµίας καταδεικνύει την έντονη εξάρτησή της από τις υπόλοιπες λέξεις.
Και εδώ, όµως, το υπολογιστικό ζήτηµα παραµένει, αφού έχουµε ήδη τρεις τύπους για ένα
συγκεκριµένο ρόλο µίας λέξης συν του ότι αυτή µπορεί να επέχει θέση άρθρου.

Αντιστοίχως, µεταχειριζόµαστε και τη γενική πτώση, όπως στη λέξη µου, στην πρόταση
ο Μάριος µου έδωσε την εφηµερίδα. Στην προσωπική αντωνυµία µου δίνουµε τον τύπο
((np\s)/np)/(s/np), αφού στα δεξιά της αντωνυµίας απαιτείται ένα µεταβατικό ρήµα και,
έπειτα, χρειάζεται τόσο µία ονοµατική φράση από τα αριστερά, όπως και µία από τα δεξιά.
Εποµένως, λαµβάνουµε το ακόλουθο δίκτυο απόδειξης:
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Ο
.

Μάριος
.
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.

την
.

εφηµερίδα
.

np•

.

n◦

και επιβεβαιώνουµε, έτσι, την ορθότητα της απόδοσης του τύπου στη συγκεκριµένη λέξη.

Παρατήρηση Στην τελευταία πρόταση, µπορούµε να δούµε ότι αν κατά λάθος προχω-
ρήσουµε στον κανόνα της εφαρµογής µεταξύ της λέξης έδωσε και της λέξεις την, δηλαδή

έδωσε
s/np

την
np/n

εφηµερίδα
n

np
s

δεν µπορούµε να έχουµε έναν τελικό ακολουθητή συµπεράσµατος s, δηλαδή την παρα-
γωγή µίας πρότασης.

Μια άλλη αντωνυµία, η οποία έχει εξεταστεί κατά κόρον από τη σκοπιά των κατηγορια-
κών γραµµατικών [64][23], είναι η αναφορική αντωνυµίαπου. Ο λόγος, κυρίως, της πληθώ-
ρας των µελετών πάνω σε αυτήν είναι το ότι εγκλείει προτάσεις µέσα σε άλλες προτάσεις
κι αυτή η διεργασία µπορεί δυνητικά να επαναλαµβάνεται επ’άπειρο, όπως στην πρόταση
το πρόγραµµα που τρέχει ο υπολογιστής που έχει η βιβλιοθήκη που σχεδίασε ο αρχιτέκτο-
νας κατέρρευσε. Ο τύπος που µπορούµε να αναθέσουµε στη λέξηπου είναι (np\np)/(s/np),
αφού από τα δεξιά απαιτεί ένα µεταβατικό ρήµα και, στη συνέχεια, απαιτεί µία ονοµατική
φράση, έτσι ώστε να αποδώσει µία ονοµατική φράση.

Παράδειγµα 4.2.1. Έστω η πρόταση η ταινία που είδαµε ήταν θαυµάσια. Έχουµε την πα-
ραγωγή

np/n, n, (np\np)/(s/np), s/np, (np\s)/(np/n), np/n ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης
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Στο παραπάνω παράδειγµα, το υποκείµενο του ρήµατος είδαµε είναι ενσωµατωµένο
στο ρήµα και δεν υπάρχει πρόβληµα. Εάν, τώρα, έχουµε ένα υποκείµενο, όπως στην πρό-
ταση ο άνθρωπος που κοίταζε ο Άλκης έφυγε, θα πρέπει να αναθέσουµε στην αναφορική
αντωνυµία τον τύπο ((np\np)/np)/(s/np), έτσι ώστε, µετά την αποδοχή του µεταβατικού
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ρήµατος από τα δεξιά, να πρέπει να δεχτεί και µία ονοµατική φράση από την ίδια µεριά.
Βέβαια, βλέπουµε ότι η ίδια παραγωγή θα µπορούσε να ευσταθήσει και στην πρόταση
ο άνθρωπος που κοίταζε τον Άλκη έφυγε, αλλά το νόηµα είναι εντελώς διαφορετικό και
οφείλουµε, για λόγους ακριβείας, να θεωρήσουµε διάφορες τις δύο προτάσεις.

Αυτό που παρατηρούµε είναι ότι το υποκείµενο του ρήµατος, όταν έχει προηγηθεί ανα-
φορική αντωνυµία, µπαίνει µετά το ρήµα, δηλαδή ανακατατάσσεται.⁸ Όπως έχει δείξει
η Φιλιππάκη-Warburton [10][11], τα ελληνικά είναι µία γλώσσα, στην οποία τα συντα-
κτικά µέρη έχουν τη σειρά Ρήµα-Υποκείµενο-Αντικείµενο, γεγονός το οποίο επιβεβαιώ-
νεται από την έρευνα της Λασκαράτου [2] σε σώµατα κειµένων.

Η φύση αυτή της γλώσσας µάς απαλλάσσει από προβλήµατα που απαντώνται κατά
το πλείστον στην αγγλική και στη γαλλική µε τις αναφορικές αντωνυµίες, όπου επιβάλ-
λεται το υποκείµενο να προηγείται του ρήµατος, καθώς αυτές οι γλώσσες είναι του τύπου
Υποκείµενο-Ρήµα-Αντικείµενο. Οι µεταφράσεις σε αγγλικά και γαλλικά της πολύπλοκης
πρότασης που αναφέραµε στην προηγούµενη σελίδα θα έχουν ως ακολούθως:

(1) The program that the computer that the library that the architect designed has runs crashed.

(2) Le programme que l’ordinateur que la bibliothèque que l’architecte dessina a exécute se
planta.

Τέτοια φαινόµενα εξετάζονται διεξοδικά µε τη βοήθεια των δικτύων αποδείξεων από τον
Μόριλ σχετικά µε την αγγλική [65], αλλά και σχετικά µε τη µητρική του γλώσσα, την ολ-
λανδική [67].

Έναάλλο εξαιρετικό βοήθηµα, το οποίοπροκύπτει πάλι από την κλιτικότητα τηςγλώσ-
σας, είναι ότι µπορούµε να αναλύσουµε την αναφορική αντωνυµία που µε τη λέξη οποίος.
Επιπλέον, είναι γνωστό πως η αντωνυµία που αποφεύγεται χάριν σαφήνειας για να µη
δηµιουργούνται πολλαπλές αναγνώσεις, όπως στην πρόταση η µπάλα του παιδιού που
χάθηκε βρέθηκε. Αν επιλέξουµε να χάσουµε την µπάλα, θα έχουµε η µπάλα του παιδιού, η
οποία χάθηκε, βρέθηκε. Αναθέτουµε τον τύπο (np/n)\(np\np)/(np\s) στη λέξη οποία, αφού
χρειάζεται από τα δεξιά ένα ρήµα, στη συνέχεια από τα αριστερά ένα άρθρο και, τέλος, µία
ονοµατική φράση από τα αριστερά ώστε να παραχθεί µια ονοµατική φράση. Επίσης, να
σηµειώσουµε ότι, εδώ, η λέξη του πρέπει να έχει τύπο (np\np)/n, έτσι ώστε να καταδειχθεί
η κτητική αντωνυµία. Οπότε έχουµε

np/n, n, (np\np)/n, n︸ ︷︷ ︸
np

, np/n, (np/n)\(np\np)/s, (np\s), np\s ⊢ s

και αν λάβουµε τη συντοµευµένη παραγωγή που προκύπτει από το παραπάνω άγκιστρο
έχουµε το δίκτυο απόδειξης
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⁸Αυτή, άλλωστε, είναι και η αφορµή της χρήσης των συνδυαστικών κατηγοριακών γραµµατικών από τη
µεριά του Καραµάνη, λόγω της οιονεί µετάθεσης που προσφέρουν.
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Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι οι αντωνυµίες παίζουν κεντρικό ρόλο στη συντακτική ανάλυση
της πρότασης, αφού αυτές συνδέουν καθοριστικά τις λέξεις, έτσι ώστε να προκύψει µία
ορθή γραµµατική έκφραση. Τα φαινόµενα της σύνδεσης των προτάσεων έχουν απασχο-
λήσει κατά πολύ τους κατηγοριακούς λογικούς, καθώς εκεί φαίνεται αν το εργαλείο που
χρησιµοποιούµε ανταποκρίνεται στην ιδιοσυγκρασία της γλώσσας και είναι σε θέση να
µας παράσχει το επιδιωκόµενο: την ορθή συντακτική ανάλυση.

4.2.2 Σύνδεσµοι και επιρρήµατα

Στους συνδέσµους, όπως στο συνηθέστατο σύνδεσµο και, ήδη ο Λάµπεκ [51] είχε απο-
δώσει τον τύπο (s\s)/s. Αυτή η επιλογή είναι εύλογη, διότι ο ρόλος του συνδέσµου είναι
η σύνδεση δύο προτάσεων, µία από τα αριστερά και µία από τα δεξιά, έτσι ώστε να δη-
µιουργηθεί µία νέα πρόταση. Παραδείγµατος χάρη, έστω η πρόταση η Μαρία έρχεται και
η Ελένη φεύγει. Η παραγωγή της είναι

np/n, n, np\s, (s\s)/s, np/n, n, np\s ⊢ s

και το δίκτυο απόδειξης
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Στη γλώσσα, όµως, δεν είναι σπάνιο να έχουµε µη συστατική παρατακτική σύνδεση,
όπως στην πρόταση η µητέρα µαγειρεύει και τα παιδιά τρώνε το φαγητό. Εδώ, ο σύνδεσµος
και συνδέει δύο µη συστατικά µέρη. Του δίνουµε τον τύπο (s/np)\((s/np)/(s/np)) που δε
διαφέρει πολύ από τον προηγούµενο που είπαµε, οπότε έχουµε

Η µητέρα µαγειρεύει και τα παιδιά τρώνε το φαγητό
np np\(s/np) (s/np)\((s/np)/(s/np)) np np\(s/np) np

Για την παραγωγή της πρότασης θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της υποθετικής συλλο-
γιστικής, όπως δείξαµε στο δεύτερο κεφάλαιο. Έχουµε

np np\(s/np)
s/np

–1
np

s
s/np (s/np)\(s/np)/(s/np)

(s/np)/(s/np)

np np\(s/np)
s/np

–2
np

s
s/np

s/np np
s

Το δίκτυο απόδειξης είναι περισσότερο προφανές και δε χρειάζεται να επιστρατεύσουµε
κάποια συγκεκριµένη τεχνική. Έτσι, έχουµε
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Με το φαινόµενο της µη συστατικής παρατακτικής σύνδεσης χρησιµοποιώντας τις κα-
τηγοριακές γραµµατικές έχουν ασχοληθεί αρκετοί [44][21][60][36], ενώ ο Μόριλ [64] έχει
παρουσιάσει το πώς χρησιµοποιούνται τα δίκτυα αποδείξεων στη διασάφηση των παρα-
γωγών, όπως συνέβη µε το αµέσως προηγούµενο παράδειγµα.

Αντίστοιχα, αν θεωρήσουµε άλλους συνδέσµους, ανάλογα µε τη θέση τους στην πρό-
ταση και το ρόλο που αυτοί παίζουν, λαµβάνουν διαφορετικούς τύπους. Παραδείγµατος
χάρη, οι αιτιολογικοί σύνδεσµοι (γιατί, επειδή, αφού) είναι τύπου (s\s)/s, εφόσον τοποθε-
τούνται µεταξύ δύο προτάσεων για να παραχθεί µία νέα, ενώ οι υποθετικοί (αν, εάν) ή οι
χρονικοί (όταν, µόλις) µπορεί να είναι και τύπου (s/s)/s, όταν τοποθετούνται στην αρχή
της πρώτης, δέχονται ως όρισµα µία πρόταση και, στη συνέχεια, δέχονται κι άλλη µία
πρόταση ως όρισµα, όπως, επί παραδείγµατι, στην πρόταση αν φύγεις, θα φύγω ή στην
πρόταση όταν φύγεις, θα φύγω.

Οι σύνδεσµοι πολλές φορές εισάγουν µία πρόταση που παίζει το ρόλο του ονόµατος,
όπως στην πρόταση µου είπε ότι φεύγει. Συνεπώς, για να µπορούν να αναλυθούν συντα-
κτικά τέτοιες προτάσεις θα πρέπει να λογίσουµε κάποιους συνδέσµους ως np/s. Η παρα-
πάνω πρόταση, τότε, θα έχει την παραγωγή

(s/np)/(s/np), s/np, np/s, s ⊢ s.

Τα επιρρήµατα, τώρα, είναι συνήθως τύπου s/s ή s\s, ανάλογα αν προηγούνται ή έπο-
νται µιας πρότασης. Ένα κλασικό παράδειγµα τέτοιου επιρρήµατος είναι το χρονικό επίρ-
ρηµα χτες. Στην πρόταση χτες, είδαµε µια ταινία έχει τύπο s/s, ενώ στην πρόταση είδαµε
µια ταινία χτες έχει τύπο s\s. Πολλά επιρρήµατα έχουν τέτοια συµπεριφορά. Ένα περαι-
τέρω στοιχείο που θα πρέπει να συνυπολογίσουµε είναι, για µια ακόµα φορά, η ανακατά-
ταξη των όρων που επιτρέπει σε µεγάλο βαθµό η ελληνική.

Τα επιρρήµατα είµαστε σε θέση να τα τοποθετούµε οπουδήποτε σε µια φράση δεδο-
µένου ότι δε διαταράσσουµε την ενότητα άλλων λεκτικών συνόλων. Αυτό σηµαίνει ότι οι
αποδεκτές ανακατατάξεις των λεκτικών συνόλων της πρότασης ο Γιώργος τρέχει γρήγορα
δε συµπεριλαµβάνουν την έκφραση ο γρήγορα Γιώργος τρέχει. Και εδώ, το πρόβληµα µπο-
ρεί να λυθεί αν χρησιµοποιήσουµε θεωρήµατα του LP, όπως αυτό της ανταλλαγής, και θα
έχουµε ότι s\s ⊢ s/s. Έτσι, θα µπορέσουµε να αναλύσουµε συντακτικά την πρόταση.

Γνωρίζουµε ότι οι επιρρηµατικές φράσεις επέχουν θέση επιρρήµατος, οπότε θα πρέ-
πει να αποδώσουµε τέτοιους τύπους σε συγκεκριµένες λέξεις, ώστε να ανταποκρίνονται
σε αυτήν τη νοηµατοδότηση. Επί παραδείγµατι, στην πρόθεση σε αποδίδουµε τον τύπο
(s\s)/np, αφού για να υπάρξει η πρόταση πρέπει να έπεται της πρόθεσης µία ονοµατική
φράση και, ύστερα, να δηµιουργείται ένα επίρρηµα. Αυτός ο τύπος ευσταθεί στην πρόταση
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έρχοµαι σε µια ώρα, αν θεωρήσουµε ότι τα αριθµητικά είναι τύπου np/n, αφού προηγού-
νται των ουσιαστικών.⁹

Είναι συνηθισµένο φαινόµενο στην ελληνική, το φωνήεν της πρόθεσης σε να απαλεί-
φεται και να προκύπτουν οι λέξεις στον, στην και ούτω καθ’εξής. Συνήθως, η απόδοση των
τύπων γίνεται ξεκινώντας από τα ελάχιστα φωνήµατα που έχουν νόηµα και έχει ως εξής,
αν θεωρήσουµε ως παράδειγµα την πρόταση κοιµάται στο δωµάτιο:

κοιµάται σ- το δωµάτιο
s (s\s)/np np/n n

Μπορούµε όµως να θεωρήσουµε ενιαία τη λέξη, όπως απαντάται στο κείµενο, οπότε µπο-
ρεί να τις αποδοθεί ο τύπος (s\s)/n. Παρά ταύτα, ο τύπος (s\s)/np µπορεί να είναι ακόµα
δόκιµος, αν σκεφτούµε προτάσεις όπως την εξής: κοιµάται στο τρίτο δωµάτιο.

Παρατήρηση Όπως αναφέραµε στο τρίτο κεφάλαιο, µπορούµε να εισαγάγουµε το βα-
σικό τύπο pp για την προθετική φράση. Ίσως κάτι τέτοιο να είναι απαραίτητο, καθώς
υπάρχουν ρήµατα που υποχρεωτικά λαµβάνουν εµπρόθετο αντικείµενο, όπως το ρήµα
πηγαίνω ή το ρήµα έρχοµαι.

4.3 Το ζήτηµα της πολλαπλής αντιστοιχίας λέξεων-τύπων

Καθ’όλη την εργασία, και ιδίως σε αυτό το κεφάλαιο, όπως προείπαµε, οι τύποι ανα-
τίθενται στις λέξεις έτσι ώστε να παράγονται γραµµατικές εκφράσεις. Δηλαδή, δοθέντος
ενός επισηµειωµένου κειµένου¹⁰ και δοθέντων κάποιων κανόνων συντακτικής ανάλυσης,
εν προκειµένω των κανόνων συµπερασµού της κατηγοριακής λογικής, τύποι αντιστοι-
χούνται σε λέξεις και, εν συνεχεία, αναλύουµε το κείµενο συντακτικά. Αυτή η διεργασία,
όµως, όταν απαιτήσουµε να γίνει µαζικά και αυτοµατοποιηµένα, δηλαδή µε τη βοήθεια
κάποιου υπολογιστή, µιλάµε για την εκµάθηση των κατηγοριακών γραµµατικών.

Σχετικά µε το θέµα της εκµάθησης των κατηγοριακών γραµµατικών έχουν γίνει έρευ-
νες, όπως αυτή του Florêncio [35], και αυτή της Σαντιγιόν-Ρεζέ [78] µε γλώσσα υπό µελέτη
τη γαλλική,¹¹ από όπου µπορούµε να δούµε ένα τµήµα του λεξικού (πίνακας 4.1) που πε-
ριέχει τους τύπους που αποδίδονται στις λέξεις a, δηλαδή (αυτός) έχει, et, δηλαδή και, était,
δηλαδή (αυτός) ήταν και le, δηλαδή το αρσενικό άρθρο ο.

Μία άλλη µελέτη είναι αυτή του Μόοτ, η οποία βασίζεται στο Σώµα Κειµένων της Προ-
φορικήςΟλλανδικής.¹² Στον πίνακα 4.2 µπορούµε να δούµε κάποιες λέξεις, τον αριθµό των
τύπων που αποδίδονται σε αυτές και το συχνότερο τύπο.

Συνεπώς, αν θέλουµε να φανταστούµε µία παρόµοια απόπειρα καταγραφής των τύ-
πων των λέξεων της ελληνικής, κατά πάσα βεβαιότητα, θα καταλήξουµε σε τέτοιες βάσεις
δεδοµένων. Αυτές, παρά τον όγκο τους, µπορούν να µας εξυπηρετήσουν κατά πολύ στο
συντακτικό µας έργο και, σε δεύτερη φάση, στο µεταφραστικό έργο, ιδίως αν αυτό είναι
αυτοµατοποιηµένο.

⁹Μπορούµε να δούµε από το δίγραµµα για τη λέξη σε ότι η πιθανότερη λέξη που ακολουθεί είναι η λέξη
µια, γι’αυτόν το λόγο αναφέρουµε το συγκεκριµένο παράδειγµα. Τα αριθµητικά µπορεί να είναι και τύπου
np/(np/n), ώστε να αναλύεται συντακτικά και η πρόταση τρία µικρά παιδιά ξεκουράζονταν.

¹⁰επισηµειωµένοκείµενο: κείµενο του οποίου οι λέξεις έχουν επισηµανθεί µε τη γραµµατική τους ιδιότητα.
¹¹Το σώµα κειµένων που χρησιµοποιείται παρουσιάζεται στο [12].
¹²Μια παρουσίαση του εν λόγω σώµατος βρίσκεται στο [68].
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et 32:
((n\n)\(n\n))/(n\n) 7
((n\np)\(n\np)/(n\np) 1
((np/n)\(np/n))/(np/n) 1
((s\s)\(s\s)/(s\s) 1
(n\n)/np 7
(n\np)/np 3
(np\np)/n 1
(np\np)/np 2
(s/s)/(np\s) 1
(s\s)/s 8

le 144:
(((np\s)/np)\((np\s)/np))/n 1
(((np\s)/pp)\((np\s)/pp))/n 1
((np\s)\(np\s))/n 1
(np\s)/((np\s)/np) 4
(pp\(np\s))/((pp\(np\s))/np) 1
(s/s)/n 2
(s\s)/((s\s)/np) 1
(s\s)/n 6
np/n 126
s/(s/np) 1

a 61:
((np\s)/(np\s))/(np\s) 16
((np\s)/np)/(np\s) 10
((np\s)/pp)/(np\s) 4
((s/(np\s)/(np\s))/np 1
(np\((np\s)/pp)/(np\s) 1
(np\s)/(np\s) 17
(np\s)/np 8
(s/s)/np 4

était 11:
((np\s)/np)/(np\s) 1
((np\s)/pp)/(np\s) 1
((np\s)\s)/np 1
(np\s)/(n\n) 2
(np\s)/(np\s) 1
(np\s)/np 3
np\((np\s)/pp) 1
(np\s) 1

Πίνακας 4.1: Τµήµα λεξικού γαλλικής βάσει του σώµατος κειµένου Paris VII Corpus. Δίπλα
από κάθε λέξη εµφανίζεται το πλήθος των εµφανίσεων όλων των τύπων που αποδίδονται
στη λέξη και δίπλα από κάθε τύπο το πλήθος των εµφανίσεων του συγκεκριµένου τύπου.
Επειδή πρόκειται για τµήµα λεξικού, κάποια από τα µερικά αθροίσµατα δε συµπίπτουν.

Λέξη Μετάφραση Αρ. Τύπων Συχνότερος τύπος
is είναι 313 (np\s)/np
zit κάθοµαι/κάθεσαι/κάθεται 62 np\s

vind βρίσκω 82 ((np\s)/(np/np))/np
kan µπορώ/µπορεί 93 ((np\s)/(np\s)

Πίνακας 4.2: Τµήµα του συγκεντρωτικού πίνακα των συνηθέστερων µορφών ρηµάτων του
Σώµατος Κειµένων της Προφορικής Ολλανδικής.
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Επίλογος

Όσο προχωράµε στην περιγραφή της γλώσσας χρησιµοποιώντας το τυπικό µας σύ-
στηµα, προβαίνουµε στον εµπλουτισµό του λεξικού µας από τύπους. Είναι λογικό πως
δεν µπορούν πάντα να αντιµετωπιστούν όλες οι εκφράσεις,¹³ καθώς οι πιθανότητες συν-
δυασµού λέξεων µε τελείως απροσδόκητο τρόπο δε µηδενίζονται ποτέ. Δεν έχουµε παρά
να σκεφτούµε την ποίηση και άλλες µορφές του λόγου που είθισται να συντάσσονται αντι-
συµβατικά ως προς την καθιερωµένη χρήση της γλώσσας.

Όπως παρατηρήσαµε, φαινοµενικά ισχυρότερα µοντέλα λογικής, όπως αυτό τουLP, εί-
ναι επιρρεπή σε ανεπιθύµητες συντακτικές αναλύσεις, γι’αυτό οφείλουµε να ελέγχουµε
την «εργαλειοθήκη» µας. Αυτό που επιχειρούµε, σε αδρές πάντα γραµµές, είναι η παρα-
γωγή ενός εργαλείου που να ανταποκρίνεται στο εγχείρηµά µας, στην περιγραφή της συ-
ντακτικής διεργασίας µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη διαπίστευση. Μία συνολική αντιµε-
τώπιση της ελληνικής βάσει των κατηγοριακών γραµµατικών είναι κάτι το ευκταίο και
ξεφεύγει, όπως είπαµε, από το στόχο της παρούσας εργασίας.

Μια τέτοια αντιµετώπιση όµως, σε συνδυασµό µε το υπόλοιπο εξελισσόµενο έργο που
αφορά τη συντακτική και σηµασιολογική αναπαράσταση διαφόρων φυσικών γλωσσών µε
όρους των κατηγοριακών γραµµατικών, θα µπορούσε να συµβάλει σηµαντικά στηναυτό-
µατηµετάφραση, η οποία είναι ακόµα σχετικά προβληµατική. Από παιδαγωγική σκοπιά,
τώρα, αυτή η συνολική αντιµετώπιση θα µπορούσε να προσφέρει το στέρεο µαθηµατικό
υπόβαθρο που θα δικαιολογούσε ακόµα περισσότερο την αυστηρότητα της συντακτικής
ανάλυσης, την οποία απαιτεί ένας δάσκαλος από κάποιον στον οποίο διδάσκει την ελλη-
νική γλώσσα.

Όπως και να έχει, σκοπός µας ήταν να καταδειχθεί η ευδοκίµηση των κατηγοριακών
γραµµατικών στην ελληνική και η δυνατότητα µιας πληρέστερης περιγραφής της συγκε-
κριµένης γλώσσας κατ’αυτόν τον τρόπο.

¹³Αν και, προφανώς, αυτό επιδιώκουµε πάντα, την αντιµετώπιση κάθε δυνατής έκφρασης.
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Αντιστοιχία Ελληνικών-Αγγλικών Όρων

ακολουθητής sequent

αναδόµηση restructuring

ανακατάταξη scrambling

ανταλλαγή exchange

ανταλλαγή µε εναλλαγή transposition exchange

ανταλλοίωτος contravariant

αντιµεταθετικός commutative

αντιτονία antitonicity

αξιωµατικοποίηση axiomatizability

αποδεικτικό σύστηµα proof system

αριστερή αποτοποθέτηση κλιτικού clitic left dislocation

αρχή δυϊκότητας duality principle

αρχικό αντικείµενο initial object

ασυµφραστικός context-free

αυτόµατο νόηµα automated meaning

γενικό στοιχείο global element

γιατί όχι why not

γραµµατική εξάρτησης dependency grammar

γραµµατική φραστικής δοµής phrase-structure grammar

γραµµατικότητα grammaticality

γραµµική συνεπαγωγή linear implication

δίκτυο απόδειξης proof net

δείκτης index

διαισθητικός intuitive, intuitionistic

διαλλαγή switching

διατεταγµένο σύνολο orderedset

διµελής binary

δοµή απόδειξης proof structure

εγκλειστικός συναρτητής inclusion functor
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εισροή input

εκθετικό exponential

εκµάθηση learning

εκροή output

ελαφρώς συµφραστικός mildly context-sensitive

ενδοσυναρτητής endofunctor

εξασθένιση weakening

εξισωτής equalizer

εξώθηση pushout

επιλήσµων συναρτητής forgetful functor

επιµορφισµός epimorphism, epic morphism, epi

επιπεδικό planar

επισηµειωµένο κείµενο annotated text

εφέλκυση pullback

εφαρµογή application

ζεύξη binding

ηγούµενος όρος antecedent

ισοτονία isotonicity

καθολικός universal

κανόνας απαλοιφής elimination rule

κανόνας εισαγωγής introduction rule

κανόνας της τοµής cut rule

κατηγοριακός categorial

κατηγορικός categorical

κορυφή top

κυκλική ανταλλαγή cyclic exchange

λεξικισµός lexicalism

λεξικοποιηµένος lexicalized

λογική συνειδητή ως προς τους πόρους της resource-sensitive logic

µέχρις ισοµορφισµού up to morphism
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µερικά διατεταγµένο σύνολο poset

µετάθεση permutation

µετάθεση postposing

µεταάρνηση postnegation

µονάδα unit

µοναδοειδές monad

µονοειδές monoid

µονοµελής unary

µονοµορφισµός monomorphism, monic morphism, mono

µονοπλευρικός one-sided

µονοτονία monotonicity

µπάρα turnstile

οµαδοειδές groupoid

παρά par

παράγωγος derivative

παραγωγή derivation

παραµέληση dereliction

παρεµβαλλόµενο βέλος mediating arrow

πεδίο ορισµού domain

πλασµατική αµφισηµία spurious ambiguity

πολλαπλασιαστικός multiplicative

πολυσύνολο multiset

προάρνηση retronegation

προβιβασµός promotion

προκείµενη assumption

προσθετικός additive

πρωτογενής τύπος primitive type

πρόθεση preposing

πυθµένας boĴom

πόρος resource
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σηµασιολογία semantics

σηµασιολογικός semantic

συγγινόµενο coproduct

συγκαθολική κατασκευή couniversal construction

συγκώνος cocone

συζυγής adjoint

συµβολοσειρά string

συµµονάδα counit

συµµοναδοειδές comonad

συµπεδίο ορισµού codomain

συµφραστικός context-sensitive

συνάρτηση εκτίµησης evaluation function

συναρτητής functor

συναρτητής οµοµορφισµού hom-functor

συναρχικό coinitial

συνδυαστική κατηγοριακή γραµµατική combinatory categorial grammar

συνεξισωτής coequalizer

συνεφαρµογή co-application

συνθεσιακή σηµασιολογία compositional semantics

συνιστώσα component

συντακτική ανάλυση ως συµπερασµός parsing as deduction

συντακτική συνοχή syntactical coherence

συντακτικός λογισµός syntactic calculus

συνόριο colimit

συστατικό constituent

συστατικότητα constituency

συστολή contraction

σύζευξη adjunction (κεφ. 1)

σύζευξη conjunction (κεφ. 2)

σύνδεση link
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σύνδεση προτάσεων coordination

σύνδεσµος connective

σύστηµα συµπερασµού deductive system

τάξη arity

τελικό terminal

τυπολογικός type-logical

τύπος type

υποδοµική λογική substructural logic

υποθετική συλλογιστική hypothetical reasoning

υπολειµµατικότητα residuation

υπόθεση hypothesis

φυσικά of course

φυσικός µετασχηµατισµός natural transformation

φυσικός συµπερασµός natural deduction

φόρµουλα formula

ύψωση lifting
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